
Zestaw zada« 8: Dopeªnienia ortogonalne, uzupeªnienia ortogonalne, rzuty i symetrie.
Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta.

1. Wyznacz dopeªnienie ortogonalne W? podprzestrzeni W wzgl¦dem funkcjonaªu dwulin-
iowego f :V �V !F , je»eli:

a) F =R, V =R3, f(u; v)=uT

24 1 0 0
0 2 0
0 0 3

35v, W = lin
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351A,

b) F =R, V =R3, f(u; v)=uT

24 0 1 0
1 0 0
0 0 1

35v, W = lin
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0
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351A,
c) F =C, V =C2, f(u; v)=uT

�
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�
v, W = lin

��
1
0

��
,

d) F =R, V =C, f(z; w)=Re(zw�), W = lin(1+ i),

e) V =Z5
3, f(u; v)=uT

24 1 1 0
1 0 1
0 1 1

35v, W = lin

0@24 1
1
1

351A.
2. Wyznacz dopeªnienie ortogonalne W? podprzestrzeni W wzgl¦dem funkcjonaªu dwulin-

iowego f :V �V !F . Znajd¹, o ile istnieje, uzupeªnienie ortogonalne W i rozstrzygnij, czy
jest ono jednoznacznie wyznaczone, je»eli:

a) F =R, V =R3, f(u; v)=uT v, W = lin

0@24 1
1
0

351A,

b) F =R, V =R3, f(u; v)=uT

24 1 0 0
0 0 0
0 0 1

35v, W = lin

0@24 0
1
0

351A,
c) F =R, V =R2, f(u; v)=uT

�
0 1
1 0

�
v, W = Sol(fx+2y=0),

d) F =Z2, V =Z2
2, f(u; v)=uT v, W = lin

��
1
1

��
.

3. Znajd¹ baz¦ ortogonaln¡ przestrzeni (V ; f), gdzie f :V �V !F jest funkcjonaªem liniowym,
je»eli:

a) F =R, V =R3, f(u; v)=uT

24 2 0 0
0 1 0
0 0 1

35v,

b) F =R, V =R3, f(u; v)=uT

24 0 1 0
1 0 0
0 0 1

35v,
c) F =R, V =C, f(z; w)=Re(zw�).

4. Sprawd¹, »e S jest zbiorem ortogonalnym w przestrzeni (V ; f), gdzie f : V � V ! F jest
funkcjonaªem dwuliniowym, je»eli:

a) F =R, V =C([0; 1]), f(f1; f2)=
R
0

1
f1(x) f2(x) d x, S = f1; cos (�x); cos (2 �x)g,

1



b) F =R, V =L2([¡�;�]), f(f1; f2)=
R
¡�
�
f1(x) f2(x) dx, S=fsin (nx);cos (nx)jn>1g.

5. W przestrzeni ortogonalnej (V ; f), gdzie f : V � V ! F jest funkcjonaªem dwuliniowym,
znajd¹ wzory na rzut ortogonalny �W przestrzeni V na podprzestrze« W wzdªu» W?, oraz
symetri¦ ortogonaln¡ �W przestrzeni V wzgl¦dem W i wzdªu» W?, je»eli:

a) F =R, V =R3, f(u; v)=uT v, W = lin

0@24 1
1
1

351A,
b) F =R, V =R3, f(u; v)=uT

24 1 0 0
0 2 0
0 0 1

35v, W = lin

0@24 1
0
1

351A,
c) F =R, V =R3, f(u; v)=uT v, W = Sol(fx1+x2+x3=0),

d) F =R, V =C, f(z; w)=Re(zw�), W = lin(1+ i).

6. Niech dla podprzestrzeni U przestrzeni (V ; f), gdzie f :V �V !F jest funkcjonaªem dwulin-
iowym, �U oznacza rzut przestrzeni V na podprzestrze« U wzdªu» podprzestrzeni U?, za±
�U symetri¦ przestrzeni V wzgl¦dem U i wzdªu» U?.

Niech W b¦dzie podprzestrzeni¡ V , a (w1; : : : ; wn) baz¡ ortogonaln¡ W zªo»on¡ z wektorów
nieizotropowych. Udowodnij nast¦puj¡ce wzory:

a) �W(v)=
P

i=1
n f(wi; v)

f(wi; wi)
wi, b) �W(v)=2

P
i=1
n f(wi; v)

f(wi; wi)
wi¡ v;

c) �W?(v)= v¡
P

i=1
n f(wi; v)

f(wi; wi)
wi, d) �W(v)= v¡ 2

P
i=1
n f(wi; v)

f(wi; wi)
wi.

7. Korzystaj¡c z algorytmu Grama-Schmidta wyznacz baz¦ ortogonaln¡ podprzestrzeni W
przestrzeni ortogonalnej (V ; f), gdzie f :V �V !F jest funkcjonaªem dwuliniowym, je»eli:

a) F =R, V =R3, f(u; v)=uT

24 1 0 0
0 2 0
0 0 3

35v, W =V ,

b) F =R, V =R3, f(u; v)=uT v, W = lin

0@24 1
1
1

35;
24 1
0
0

351A,

c) F =Z5, V =Z5
4, f(u; v)=uT v, W = lin

0BBBB@
266664
1
1
0
0

377775;
266664
1
0
1
0

377775;
266664
0
1
1
0

377775
1CCCCA,

d) F =R, V =C, f(z; w)=Re(zw�), W =V .

8. Wyznacz baz¦ ortogonaln¡ podprzestrzeni W przestrzeni ortogonalnej (V ; f), gdzie f :V �
V !F jest funkcjonaªem dwuliniowym, a nast¦pnie znajd¹ wzory na rzut ortogonalny �W
na W oraz symetri¦ ortogonaln¡ �W wzgl¦dem W , je»eli:

a) F =R, V =R3, f(u; v)=uT v, W = lin

0@24 1
1
0

35;
24 1
¡1
0

351A,
b) F =R, V =R3, f(u; v)=uT

24 2 0 0
0 1 0
0 0 1

35v, W = lin

0@24 1
1
1

351A,
c) F =R, V =C, f(z; w)=Re(zw�), W = lin(1).
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