Zestaw zadan 8: Dopelnienia ortogonalne, uzupeinienia ortogonalne, rzuty i symetrie.
Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta.

1. Wyznacz dopelnienie ortogonalne W+ podprzestrzeni W wzgledem funkcjonatu dwulin-
iowego f:V xV — F, jezeli:

100 1
a) F=R, V=R? f(u,v)=uT| 02 0 |v, W=lin|]| 1 ||,
100 3 | 0
[0 1 0] 1 0
b) F=R,V=R3 f(u,v)=u’| 1 0 0 |v, W=1lin[ | 0 [,| 1 ,
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c) F=C,V=0C% f(u,v)=u i 9 ]v,W:hn({ 0 ]),

d) F=R, V=0C, f(z,w)=Re(zw), W=lin(1l+1),
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e) V=273 f(u,v)=u"| 1 01 [v, W=lin| | 1
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2. Wyznacz dopelnienie ortogonalne W+ podprzestrzeni W wzgledem funkcjonatu dwulin-
iowego f:V xV — F. Znajdz, o ile istnieje, uzupelnienie ortogonalne W i rozstrzygnij, czy
jest ono jednoznacznie wyznaczone, jezeli:

1
a) F=R, V=R3 f(u,v)=uTv, W=lin| | 1 ||,
0
(100 0
b) F=R, V=R3 f(u,v)=u?| 0 0 0 |v, W=lin| | 1 | |,
(001 0
c) F=R, V=R? f(u,v)=u’ ? é]v,WSol({:r+2y0),

d) F=7,, V=173, f(u,v)=u"v, W:lin({ i ])

3. Zmnajdz baze ortogonalna przestrzeni (V, f), gdzie f:V x V — F jest funkcjonatem liniowym,

jezeli:
200
a) F=R, V=R3 f(u,v)=ul| 0 1 0 |v,
001
010
b) F=R,V=R3 f(u,v)=uT| 1 00 |v,
001

c) F=R, V=C, f(z,w)=Re(zw).

4. Sprawdz, ze S jest zbiorem ortogonalnym w przestrzeni (V, f), gdzie f:V xV — F jest
funkcjonalem dwuliniowym, jezeli:

a) F=R, V=C([0,1]), f(f1, f2) = [, fi(z) fo(x) dw, S ={1,cos (w ), cos (27 )},



b) F=R,V=L*[-m,x)), f(fi, f2)=]"_fi(z ) dz, S={sin(nz),cos (nz)|n>1}.

5. W przestrzeni ortogonalnej (V, f), gdzie f:V x V — F jest funkcjonalem dwuliniowym,
znajdz wzory na rzut ortogonalny 7y przestrzeni V na podprzestrzen W wzdtuz W+, oraz
symetrie ortogonalng oy przestrzeni V wzgledem W i wzdtuz W, jezeli:

1
a) F=R, V=R?3 f(u,v)=uTv, W=lin 1 ,
1
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b) F=R, V=R3 f(u,v)=u”| 0 2 0 |v, W=lin| | 0 | |,
001 1

c) F=R, V=R? f(u,v)=ulv, W=Sol({z1 + 22+ 23=0),
d) F=R, V=0C, f(z,w)=Re(zw), W =lin(1 +1).

6. Niech dla podprzestrzeni U przestrzeni (V, f), gdzie f:V x V — F jest funkcjonatem dwulin-
iowym, 7y oznacza rzut przestrzeni V na podprzestrzen U wzdtuz podprzestrzeni UL, zas
oy symetrie przestrzeni V wzgledem U i wzdtuz U+,

Niech W bedzie podprzestrzenia V', a (w1, ..., w,) baza ortogonalna W zlozona z wektorow
nieizotropowych. Udowodnij nastepujace wzory:

a) mw(v) =X, 22w, b) ow(v) =250, L v,
&) () =v =TI, Frywn 4) ow(®)=v -2 s

Korzystajac z algorytmu Grama-Schmidta wyznacz baze ortogonalng podprzestrzeni W
przestrzeni ortogonalnej (V, f), gdzie f:V x V — F jest funkcjonatem dwuliniowym, jezeli:

100
a) F=R, V=R3 f(u,v)=ul| 0 2 0 |v, W=V,
003
1 1
b) F=R, V=R3 f(u,v)=ulv, W=lin|[ | 1 [,| 0 ,
1 0
1 1 0
. . fl1f]lo]]1
c) F=%7Zs5, V=173, f(u,v)=u' v, W=lin o'l 1 Il ,
0 0 0

d) F=R, V=0C, f(z,w)=Re(zw), W=V.

8. Wyznacz baze ortogonalng podprzestrzeni W przestrzeni ortogonalnej (V, f), gdzie f:V x
V — F jest funkcjonalem dwuliniowym, a nastepnie znajdz wzory na rzut ortogonalny 7y
na W oraz symetrie ortogonalna oy wzgledem W, jezeli:

1 1
a) F=R, V=R3 f(u,v)=uTv, W=lin|[ | 1 |,| -1 ,
0 0
200 1
b) F=R, V=R3 f(u,v)=u?| 0 1 0 |v, W=lin| | 1 | |,
001 1

c) F=R, V=C, f(z,w)=Re(zw), W =lin(1).



