
Zestaw zada« 7: Poj¦cie funkcjonaªu dwuliniowego. Reprezentacja macierzowa
funkcjonaªu dwuliniowego. Nieosobliwo±¢. Przystawanie macierzy.

1. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem F . Sprawdzi¢, czy funkcja f : V � V !F
jest funkcjonaªem dwuliniowym, je»eli:

a) F =Q, V =Q2, f
��

x1
x2

�
;

�
y1
y2

��
=2x1 y1¡x1 y2+3 x2 y1,

b) F =R, V =R2, f
��

x1
x2

�
;

�
y1
y2

��
=(x1+x2) (y1¡ y2),

c) F =R, V =R2, f
��

x1
x2

�
;

�
y1
y2

��
=x12 y1+x2 y2,

d) F =C, V =C2, f
��

u1
u2

�
;

�
v1
v2

��
=u1v1� +u2 v2,

e) F =R, V =C2, f
��

u1
u2

�
;

�
v1
v2

��
=Re(u1v1)+ Im(u2)Im(v2),

f) F =R, V =R3, f

0@24 u1
u2
u3

35;
24 v1
v2
v3

351A= u1
2+u2

2+u3
2

p
�(v1+ v2+ v3),

g) F =Z5, V =Z5
2, f

��
x1
x2

�
;

�
y1
y2

��
=x1 y1+2 x1 y2+2x2 y1,

h) F =Q, V =Q2, f
��

u1
u2

�
;

�
v1
v2

��
= det

�
u1 v1
u2 v2

�
,

i) F =R, V =R2, f
��

u1
u2

�
;

�
v1
v2

��
= ju1j v1+u2 v2.

2. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem F . Sprawdzi¢, czy funkcja f : V � V !F
jest funkcjonaªem dwuliniowym, je»eli:

a) F =R, V =R[x]�2, f(p; q)= p(0) q(1),

b) F =R, V =R[x]�3, f(p; q)=
R
0

1
p(x) q(x) dx,

c) F =Q, V =Q[x]�2, f(p; q)=wspóªczynnik przy x2w wielomianie p(x) q(x),

d) F =R, V =R[x]�2, f(p; q)= p0(0) q(0),

e) F =R, V =R[x], f(p; q)= deg (p) q(0).

3. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem F . Sprawdzi¢, czy funkcja f : V � V !F
jest funkcjonaªem dwuliniowym, je»eli:

a) F =R, V =C([0; 1]), f(f1; f2)=
R
0

1
f1(x) f2(x) d x,

b) F =R, V =C([0; 1]), f(f1; f2)=
¡R

0

1
f1(x) d x

�¡R
0

1
f2(x) d x

�
,

1



c) F =R, V =L1(R), f(f1; f2)= (f � g)(0), gdzie (f1 � f2)(x)=
R
¡1
+1

f1(x¡ t)f2(t)dt,

d) F =R, V =C1([0; 1]), f(f1; f2)= f1(0) f20(0).

4. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem F . Sprawdzi¢, czy funkcja f : V � V !F
jest funkcjonaªem dwuliniowym, je»eli:

a) F =R, V =C, f(z; w)=Re(zw),

b) F =C, V =C, f(z; w)= zw,

c) F =R, V =C, f(z; w)= zwzw,

d) F =Q, V =Q( d
p

), f(a; b)=TrQ¡
d

p �
/Q(ab), gdzie Tr(�) jest ±ladem odwzorowania

liniowego m�:V !V , m�(�)=���.

5. Wyznaczy¢ macierz funkcjonaªu f :V �V !F w bazie A, je»eli:

a) F =R, V =R2, f
��

x
y

�
;

�
u
v

��
=3xu¡ 2xv+ yu, A=("1; "2),

b) F =Q, V =Q3, f

0@24 x
y
z

35;
24 u

v
w

351A=x u+ y v+ zw, A=

0@24 1
0
0

35;
24 1
1
0

35;
24 1
1
1

351A,
c) F =R, V =R[x]�2, f(p; q)= p(0) q(0), A=(1; x; x2),

d) F =Q, V =Q( 2
p

), f(a; b)=TrQ( 2
p

)/Q(ab), A=(1; 2
p

).

6. Wyznaczy¢ wzór funkcjonaªu f :V �V !F przy danej jego macierzy A w bazie A, je»eli:

a) F =Q, V =Q2, A=
�
2 ¡1
0 3

�
, A=("1; "2),

b) F =C, V =C2, A=
�
1 2
0 i

�
, A=

��
1
1

�
;

�
i
0

��
,

c) F =Z5, V =Z5
2, A=

�
1 3
2 4

�
, A=

��
1
1

�
;

�
1
2

��
.

7. Wyznaczy¢ macierz funkcjonaªu dwuliniowego f : V � V ! F w bazie B przy danej jego
macierzy A w bazie A, je»eli:

a) F =R, V =R3, A=

24 1 0 ¡1
2 1 0
0 2 ¡2

35, A=("1; "2; "3), B=
0@24 0

1
1

35;
24 1
0
1

35;
24 1
1
0

351A,
b) F =Q, V =Q2, A=

�
1 ¡1
¡1 2

�
, A=

��
1
2

�
;

�
2
1

��
, B=("1; "2).

8. Jak zmieni si¦ macierz A funkcjonaªu f :V �V !F w bazie A, je»eli w bazie tej:

a) zamienimy miejscami dwa wektory;

b) pomno»ymy jeden z wektorów przez niezerowy skalar;
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c) dodamy do jednego z wektorów inny pomno»ony przez niezerowy skalar?

9. Rozstrzygn¡¢, czy macierze A i B s¡ przystaj¡ce nad ciaªem F , je»eli:

a) F =Q, A=
�
1 0
0 1

�
; B=

�
2 0
0 2

�
, b) F =R, A=

�
1 0
0 1

�
; B=

�
2 0
0 2

�
,

c) F =R, A=
�
1 0
0 ¡1

�
; B=

�
1 0
0 1

�
, d) F =C, A=

�
1 0
0 ¡1

�
; B=

�
1 0
0 1

�
,

e) F =Z5, A=
�
0 1
1 0

�
; B=

�
1 1
1 1

�
.

10. Rozstrzygn¡¢, czy funkcjonaª f :V �V !F o macierzy A w pewnej bazie jest nieosobliwy,
je»eli:

a) F =Q, A=

24 1 2 3
2 4 6
1 0 1

35, b) F =C, A=
�

1 i
¡i 1

�
, c) F =Z5, A=

�
1 1
1 1

�
.
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