Zestaw zadan 7: Pojecie funkcjonalu dwuliniowego. Reprezentacja macierzowa
funkcjonalu dwuliniowego. Nieosobliwo$é. Przystawanie macierzy.

1. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatlem F. Sprawdzié¢, czy funkcja f:V xV — F
jest funkcjonalem dwuliniowym, jezeli:

a) F=Q,V=0Q% f({xl}[ }) 2x1y1 — 21 Y2+ 312 Y1,

b) F=R,V=R? f([ H ] (z14 22) (Y1 — ¥2),
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¢) F=R,V=R? f(| " ,
L 2_ 2_

=23 Y1 + T2 Yo,

U1 (%1} _
) >U101+U2 V3,

d) F=C, V=02 f

U2 V2

=Re(uiv1) + Im(ug)Im(va),

U2 V2

=/ u%+u%+u§'(v1 + v9 + v3),
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¢) F=R, V=C2 f<- “ _,_”1_

2 02 Uz V2

g) F:Z57 V:Z% f |:§1 3 })$1y1+2x1y2+2x2y17

det{ t ],

i) F:]R, V:]R2, f([ U1 ], U1 :|>:|U1|'U1+U2U2.

V2

2. Niech V bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem F. Sprawdzi¢, czy funkcja f:V xV — F
jest funkcjonalem dwuliniowym, jezeli:

a) F=R,V=R[z]<s, f(p,q)=p(0)q(1),

b) F=R.V=Rll<s f(p,q)= [yp(x) a() da,

¢) F=Q, V=Qlz]<s, f(p,q)=wspolczynnik przy 2% w wielomianie p(z) q(z),
d) F=R,V=Rlzl<s, f(p,q)=p'(0) (0),

e) F=R,V=Rlz], f(p,q)=deg(p) q(0).

3. Niech V bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem F. Sprawdzi¢, czy funkcja f:V xV — F
jest funkcjonalem dwuliniowym, jezeli:

a) F=R, V=C([0,1]), f(f1, f2) fo fi(z) fo(x) da,

b) F=R, V=C([0,1]), f(f1, fo) = (fo fi(x d$)(f()1f2(33) dz),



¢) F=R, V=L'(R), f(f1, f2) = (f x9)(0), gdzie (1 fo)(w) = [* filx 1) fo(t)dt,
d) F=R, V=CY[0,1]), f(f1, f2) = f1(0) £3(0).

4. Niech V bedzie przestrzenig liniowag nad cialem F. Sprawdzi¢, czy funkcja f:V xV — F
jest funkcjonalem dwuliniowym, jezeli:

a) F=R, V=C, f(z,w)=Re(zw),
b) F=C,V=C, f(z,w)=zw,
c) F=R,V=C, f(z,w)=zwzw,

d) F=Q,V=Q(/d), f(a,b) :TrQ(\/E)/Q(ab), gdzie Tr(«) jest sladem odwzorowania

liniowego mq: V—V, mq(8) = a- .

5. Wyznaczy¢ macierz funkcjonatu f:V x V — F' w bazie A, jezeli:

v

a) F=R, V=R? f([ Zj },[ v })3xu2xv+yu, A= (e1,€2),

x U 1 1 1
b) F=Q,V=Q3 f y [, v =zu+tyv+zw, A= of,[1],]1 ,
z w 0 0 1

C) F:Ra V:R[ZE]S% f(p7Q):p(O) q(O), A:(l,l',IEQ),
d) F=Q, V:Q(\/Q)a f(avb):TrQ(\/f)/Q(ab)v A:(la\/i)
6. Wyznaczy¢ wzor funkcjonatu f:V x V — F przy danej jego macierzy A w bazie A, jezeli:

2 -1
0 3

o b= o))
o r=z,v=2 4=, { | 4=([ 1] ]3])

7. Wyznaczy¢ macierz funkcjonatu dwuliniowego f:V x V — ' w bazie B przy danej jego

macierzy A w bazie A, jezeli:
0 1 1
aA:(€1752;€3)aB: 1 ) 0 ) 1 )
1 1 0

b) F=Q, V=02 A:{ _11 _21 ] A:([ ; H f D B=(e1, e9).

8. Jak zmieni sie macierz A funkcjonalu f:V xV — F w bazie A, jezeli w bazie tej:

a) F=Q,V=@2,A={ ],A=<el,52),

b) F=C,V=C2 A

-1
0
—2

a) F=R,V=R? A4

1
2
0

N = O

a) zamienimy miejscami dwa wektory;

b) pomnozymy jeden z wektoréw przez niezerowy skalar;



¢) dodamy do jednego z wektoréw inny pomnozony przez niezerowy skalar?

9. Rozstrzygnaé, czy macierze A i B sa przystajace nad cialem F, jezeli:

10 2 0 10 0
a)FZQ,Az{O 1}B=[0 2], b)F:]R,A:{O 1],32[ 5
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10. Rozstrzygnaé, czy funkcjonal f:V x V — F o macierzy A w pewnej bazie jest nieosobliwy,

jezeli:
123 1 1 11

a) F=Q, A=| 2 4 6 |, b)F:@,A:{ ! } c)F:Z5,A:{ }
10 1 -1 1 11



