
Zestaw zada« 6: �a«cuchy Markowa.

1. Wska», które z poni»szych macierzy s¡ stochastyczne i które z nich s¡ regularne (czyli maj¡
pewn¡ pot¦g¦ z wyª¡cznie dodatnimi elementami):

a)

24 0; 8 0; 0 0; 2
0; 1 0; 6 0; 1
0; 1 0; 4 0; 7

35, b)

24 0; 1 0; 3 0; 3
0; 3 0; 1 0; 6
0; 6 0; 6 0; 1

35, c)

24 0 1 0
1 0 0
0 0 1

35, d)

24 1 0 0
0 1 0
0 0 1

35.
Dla ka»dej stochastycznej macierzy P sprawd¹, czy istnieje granica limk!1P k, i je±li tak,
to co mo»na o niej powiedzie¢.

2. Niech P b¦dzie macierz¡ przej±cia ªa«cucha Markowa, a sm wektorem stanu po m przej±-
ciach, czyli sm=P sm¡1.

a) Dla macierzy P =
�
0; 5 0; 3
0; 5 0; 7

�
oblicz s1; s2; s3, je±li pocz¡tkowy wektor stanu to

s0=
�
1
0

�
. Czy wektory sm zbli»aj¡ si¦ do jakiego± wektora granicznego?

b) Dla macierzy P =

24 0; 6 0; 2 0; 2
0; 2 0; 5 0; 3
0; 2 0; 3 0; 5

35 znajd¹ s3, je±li s0 =

24 0
1
0

35. Oblicz graniczny

wektor stanu s, który speªnia P s= s.

c) Niech P =
�
0; 4 0; 6
0; 6 0; 4

�
. Je±li proces zaczyna si¦ w stanie 1, oblicz prawdopodobie«stwo

bycia w stanie 2 po trzech krokach.

3.

a) Wilk poluje w lesie w jednym z trzech obszarów ªowieckich A; B; C. Je±li jednego
dnia poluje w A, to nast¦pnego poluje w A z prawdopodobie«stwem 1/2 albo w C z
prawdopodobie«stwem 1/2. Je±li poluje w B lub C, jest tak samo prawdopodobne,
»e nast¦pnego dnia b¦dzie polowaª w A, B lub C.

Zapisz odpowiadaj¡c¡ macierz przej±cia P . Je±li wilk zaczyna polowa¢ w A, to dªu-
gookresowo jak¡ cz¦±¢ czasu sp¦dzi w ka»dym obszarze ªowieckim?

b) Spoªecze«stwo dzieli si¦ na klasy: ludow¡, ±redni¡ i wy»sz¡. Transfery pomi¦dzy
poszczególnym klasami spoªecznymi zale»¡ od statusu spoªecznego rodziców w
nast¦puj¡cy sposób: dzieci klasy wy»szej pozostaj¡ w klasie wy»szej z praw-
dopodobie«stwem 70%, z prawdopodobie«stwem 10% spadaj¡ do klasy ±redniej, a
z prawdopodobie«stwem 20% do klasy ludowej. Dzieci klasy ±redniej pozostaj¡ w
klasie ±redniej z prawdopodobie«stwem 80% i z takim samym prawdopodobie«stwem
mog¡ zarówno awansowa¢ do klasy wy»szej, jak i zdegradowa¢ si¦ do klasy ludowej.
Dzieci klasy ludowej pozostaj¡ w niej z prawdopodobie«stwem 60% i maj¡ 30%
szans¦ awansu do klasy ±redniej oraz 10% szans¦ awansu do klasy wy»szej.

Zapisz macierz przej±cia P . Znajd¹ wektor stanu granicznego s.

4.

a) Uzasadnij, »e je±li macierz stochastyczna ma warto±¢ 1 na gªównej przek¡tnej (czyli
istnieje stan, który z prawdopodobie«stwem 1 przechodzi w siebie), to nie mo»e by¢
regularna.

b) Niech P b¦dzie stochastyczn¡ macierz¡ 2� 2:

P =
�
1¡ p q
p 1¡ q

�
; 0< p; q < 1:

Poka», »e s= 1

p+ q

�
q
p

�
jest wektorem stanu granicznego. Wyka», »e P k zbiega do

macierzy, której kolumny s¡ równe s dla k!1.

1


