Zestaw zadan 4: Izometrie przestrzeni ortogonalnych

(1) Niech p bedzie metryka euklidesowa przestrzeni E. Wykazaé, ze p(X,Y) = p(X,Z) + p(Z,Y)
tylko wtedy, gdy punkty X,Y, Z sa wspotliniowe.
(2) W afinicznej przestrzeni euklidesowej A (R?) ze zwyklym iloczynem skalarnym

1
(a) znalezé obraz punktu | 0 | w symetrii prostopadltej wzgledem ptlaszczyzny H = Sol(X +
1
1 1
3Y —Z = 1) oraz obraz tego punktu w rzucie prostopadtym naprosta L = | 1 |+lin(| 1 | [1,1,1)),
0 1

(b) znalez¢ wzory okreslajace symetrie prostopadla wzledem ptaszczyzny H oraz rzut prostopa-
dly na plaszczyzne H, jesli H = Sol(X + 3Y — Z = 2),

X1 Y Z+1
1

(c) znalez¢ réwnanie ogélne obrazu prostej == = & = w symetrii prostopadlej wzgledem

plaszczyzny H = Sol(Y — Z = 1) oraz znalez¢ réwnanie ogdlne rzutu tej prostej na plaszczyzne
H.

(3) W afinicznej przestrzeni euklidesowej A(R?) ze zwyktym iloczynem skalarnym wyznaczy¢ rzut
prostopadty prostej af((0,0,0,0), (4, —1, —3,4)) na podprzestrzen afiniczna af((1,1,1,1),(1,2,2, —1), (1,

(4) W przestrzeni euklidesowej A(R?*) ze zwyklym iloczynem skalarnym wyznacz odleglosc punktu
(1,0,1,2) od jego obrazu w symetrii wzgledem:

(a) H=Sol(X1—-2X3+ X4=1),
(b) H = af((L 17 Oa 0)7 (27 17 3a 5)7 (_L 27 37 0))

(5) W przestrzeni euklidesowej A(R®) ze zwyklym iloczynem skalarnym obliczy¢ odlegtosc punktu
(0,0,0,0,0,0) od jego obrazu w symetrii wzgledem hiperptaszczyzny H = Sol(X2+2X3+3X4+
TX5+9X6 =172).

(6) W przestrzeni euklidesowej A(R5) ze zwyktym iloczynem skalarnym obliczy¢ dtugosci bokéw
trojkata o wierzchotkach (2,4,2,4,2),(6,4,4,4,6),(5,7,5,7,2).

(7) W przestrzeni euklidesowej A(R?) ze zwyklym iloczynem skalarnym znalezé taki punkt, ze jego
odlegtosci od punktow (2,3), (4,2), (—1,0) sa réwne.

(8) Dana jest przestrzen euklidesowa (A(R3, q), gdzie q([x, vy, z]) = 2% + 22y + 2y + 32%. Znalez¢:

(a) miary katéw trojkata PQR, gdzie P = (1,0,0),Q = (0,1,0)R = (0,0, 1);
(b) miary katow tréjkata ABC, gdzie A = (0,0,0), B = (0,1,0),C = (1,0,0);
(c) miare kata pomiedzy prosta af((0,0,0),(1,0,0)) a ptaszczyzna af((0,1,0),(1,2,1),(2,3,1)).

(9) W przestrzeni euklidesowej A(R3) ze zwyktym iloczynem skalarnym wyznacz miare kata:

(a) pomiedzy prostymi af((1,2,—4),(4,0,—10)) oraz af((2,6,—2),(—2,6,8));
(b) pomiedzy prostymi L; = Sol(3X —4Y —2Z = 0,2X +Y —2Z = 0) oraz Ly = Sol(4X +
Y —6Z=2Y —37=-2);
(c) pomiedzy prosta af((5,1,2),(11,—2,3)) a ptaszczyzna Sol(7X +2Y —3Z = —5);
(d) pomiedzy prosta Sol(X+Y —Z = 0,2X—-3Y+Z = 0), a plaszczyzna af((1,—1,0), (—2,0,—1),(—1,1
(e) pomiedzy plaszczyznami Sol(X —2Y + Z = 1) oraz Sol(X +2Y — Z = 3);
(f) pomiedzy kazda para sposrod plaszezyzn af((1,0,0), (0,0, 1),(0,1,0)),af((2,0,0),(0,2,0),(0,0,0)),
(10) Oblicz kat pomiedzy Sciana a przekatng szeScianu oraz kat pomiedzy krawedzia a przekatna
szescianu.
(11) W przestrzeni euklidesowej A(R?) ze zwyktym iloczynem skalarnym znajdz:
(a) réwnanie plaszczyzny zawierajacej prosta (0,0,0) + lin([1,0,0]) i tworzacej z plaszczyzna
Sol(X —Y =0) kat o mierze 30°.
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(b) réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt (0, 0, 0), prostopadtej do ptaszczyzny Sol(5X —
2Y + 57 = 10) i tworzacej z plaszczyzna Sol(X — 4Y — 87 = —12) kat o mierze 45°.

(12) W przestrzeni euklidesowej (A(R?), &), gdzie g¢([z,y]) = x? — 4oy + 5y? znalezé pole réwnolegto-
boku rozpietego na wektorach [1, 1], [2, 1] i zaczepionego w punkcie (1,1).

(13) W przestrzeni euklidesowej (A(R?),€), gdzie ¢¢([z,y, z]) = 2* + 2y* + 322 znalezé pole réwnole-
glodcianu rozpietego na wektorach [1,0,0], [0, 1,0], [0, 0, 1] i zaczepionego w punkcie (0,0, 0) oraz
pole trojkata o wierzchotkach (1,0,0),(2,1,0),(3,3,1).

(14) W przestrzeni euklidesowej (A(R?), ), gdzie ¢¢([x,y, 2]) = 2 + 2zy + 3y* + 2* znalezé:

(a) odlegtosé punktu (1,1,1) od prostej af(1,2,1),(2,2,1),
(b) odlegtos¢ punktu (1,1, 1) od plaszczyzny Sol(2X —Y — Z =1),
(c) odlegtosé prostych Ly = Sol(2X, + Xo+3X3 =5,3X1+2Xo+ X3 =4), Ly = Sol(X; + Xy —
2X3 - 2, 5X1 + 3X2 + 4X3 == 8)
(15) W afinicznej przestrzeni euklidesowej A(R3) ze zwyklym iloczynem skalarnym wyznaczyc:
(a) odlegtosé punktu (1,0,1) od prostej af((—1,2,1),(1,5,7)),
(b) odlegtos¢ punku (1,1, 1) od ptaszczyzny af((—1,2,0),(—=2,5,—1),(0,3,-3)).

(16) W afinicznej przestrzeni euklidesowej A(R*) ze zwyktym iloczynem skalarnym obliczy¢ odtegtoéé
punktu P od podprzestrzeni H:

(a) P = (2,4,0, —1), H = SOl(2X1 ‘I— 2X2 + Xg + X4 = 0,2X1 + 4X2 + 2X3 + 4X4 = 0),
(b) P = (3,3, —1, —1), H= SOl(2X1 + 2X2 + 3X3 - 2X4 = 0)
(17) W przestrzeni euklidesowej A(R™) ze zwyktym iloczynem skalarnym obliczy¢ odlegltosc G od H
jesli:
()n_BG_af<(7 ) )7(8781>> _af((g 77)7<17 77))7
(b) n=4, G =af((3,4,10,6),(5,6,12,8)), H = af((5,4,12,7), (3,6, 10,8)).
(18) Wykazaé, ze
(a) a L B qla+p)=qla) +q(B)

Y

(b) suma dwo6ch wektoréw izotropowych jest wektorem izotropowym wtedy i tylko wtedy, gdy
sktadniki sa do siebie prostopadte.

(c) Obliczy¢ wszystkie katy, jakie tworza ze soba pélproste o poczatkach P, Q) prostych P+lin(«a)
i @+ lin(B); sprawdzi¢, ze te cztery katy maja dwie wartosci miary tukowej dajace w sumie
m. Jedli proste P + lin(a) 1 @ + lin(f) maja punkt wspélny R, to P + lin(a) = R +
lin(a) i Q + lin(B) = R+ lin(pB); dla pétprostych z poczatkiem R kazda z par katéw o
rownej mierze tukowej nazywamy katami wierzchotkowymi; kazda z par katow o sumie
miar tukowych réwnej m nazywamy katami przyleglymi. Narysowa¢. Kgtem miedzy

prostymi nazywamy ten z przylegtych katow, ktérego miara nie przekracza 7.

(19) Niech O, P,Q b@dac taklml punktaml przestrzenl euklidesowej, ze (ﬁ i (ﬁ sa hnlowo niezalezne,
R e af(O,P,Q), Oﬁ = q , R # P (narysuj!). Wykazaé, ze ]@ L PR wtedy i
tylko wtedy, gdy O = —O Wskazowka. Wywmoskowac z nierownosci Schwartza, ze q(O?) >
£(OP.0q))).

(20) Katem wewnetrznym przy wierzchotku P trojkata o wierzchotkach P, @, R nazywamy kat
miedzy tymi pétprostymi prostych af (P, Q) iaf(P, R), ktére maja poczatek P i zawieraja punkty
@ i R odpowiednio (narysowac).

(a) sprawdzi¢, ze suma miar tukowych katéw wewnetrznych trojkata jest réwna m;



3
(b) obliczy¢ dtugosci bokéw i miary katéw wewnetrznych tréjkata o wierzchotkach ( ? ) ,

( 3 ) : ( ; ) w przestrzeni F(R?) ze zwyktym iloczynem skalarnym;

1
2
4

(c) obliczy¢ dlugosci bokéw i miary katéw wewnetrznych tréjkata o wierzchotkach | 2 |

4
2

6 —4

4 7

4 1, 5 w przestrzeni F(R%) ze zwyktym iloczynem skalarnym;

4 7

6 2

(d) wykazaé, ze trojkat PQR jest rownoboczny wtedy i tylko wtedy, gdy ma jednakowe wszystkie
katy wewnetrzne.
21) W przestrzeni E(R?) ze zwyktym iloczynem skalarnym punkty 2 i 2 sg wierzchotkami
1 5
tréjkata réwnobocznego. Znalezé trzeci wierzchotek.
(22) Katem miedzy prosta (péiprosta) a podprzestrzenia nazywamy kat miedzy ta prosta

(pélprosta) i jej rzutem prostopadtym na te podprzestrzen.

0 2
(a) W przestrzeni E(R?) ze zwyktym iloczynem skalarnym obliczy¢ kat miedzy af 8 , ?
0 1
3 3 0
. 6 4 10
1 af( —6 y —4 ’ -1 )
3 -1 2
(b) Co bedzie katem miedzy prosta i podprzestrzenia, gdy rzut prostej na podprzestrzen nie jest
prosta?
(23) (a) Obliczy¢ miare kata miedzy Sciana a przekatna szeScianu i miedzy krawedzia a przekatna
szescianu.

(b) Obliczy¢ miary wszystkich katéw, jakie tworza ze soba przekatne szescianu.

(24) W przestrzeni E(R%) ze zwyktym iloczynem skalarnym obliczy¢ odlegtoéé punktu (0,0, 0,0,0,0)T
od jego obrazu w symetrii wzgledem hiperptaszczyzny xy 4 223 + 324 + Tx5 4+ 926 = 72.

(25) W przestrzeni euklidesowej E(R®) ze zwyklym iloczynem skalarnym obliczyé dtugosci bokéw
trojkata o wierzchotkach (2,4,2,4,2)7, (6,4,4,4,6)7, (5,7,5,7,2)7.

(26) W przestrzeni euklidesowej F dane sa dwa rézne punkty P i Q). Sprawdzi¢, ze zbiér punktow
réwno oddalonych od P i od @ jest hiperplaszczyzna {X € E: f(ﬁ;(), P‘Cﬁ) = %q(@)}

(27) Znalez¢é taki punkt przestrzeni E(R?) ze zwyklym iloczynem skalarnym, ze jego odlegtosci od

. 2 4 -1 .
punktow ( 3 ), ( 9 ), ( 0 ) sg jednakowe.



(28)

(29)

(31)

(32)

(33)

W przestrzeni F(R?) ze zwyktym iloczynem skalarnym znalezé punkt na prostej:

(a) 4z + 3y = 12 réwno odlegly od punktéw ( ; ) ' ( 1 )

(b) 3x + 2y = 5 réwno odlegly od punktéw ( —1 ) ( )
0
0
0

Obliczy¢ odlegtosé miedzy rzutem prostopadtym punktu na hiperptaszczyzne o rownaniu

0
—x + 19y + 92 4+ 17t = 732 a jego obrazem w symetrii wzgledem hiperptaszczyzny o rownaniu
T+ 5y + 5z + 7t + 100 = 0 w przestrzeni E(R?) ze zwyklym iloczynem skalarnym.
Na plaszczynie E(R?) ze zwyklym iloczynem skalarnym wyprowadzié wzor

(a) na odlegtosé¢ od poczatku uktadu wspotrzednych; (b) na odlegto$é¢ od punktu ( ]; >

prostej o réwnaniu Az + By = C'. Znalez¢ normalny uktad rownan tej prostej i zapisa¢ dla niego

oba wzory.

W przestrzeni E(R?) wyprowadzi¢ wzory na odlegloéé ptaszczyzny o réwnaniu Az+ By+Cz = D
p

od poczatku uktadu wspédtrzednych i od punktu q |. Znalez¢é normalny uktad réwnan tej
r

plaszczyzny i zapisaé¢ dla niego oba te wzory.

Uwaga: normalny uktad rownan ztozony z jednego rownania nazywamy réwnaniem normal-

nym.

W przestrzeni F(R") ze zwyktym iloczynem skalarnym dla podanych podprzestrzeni wyznaczy¢

dopehienie ortogonalne przestrzeni kierunkowej, normalny uktad réwnan , odlegtos¢ od poczatku

uktadu wspotrzednych:

; SEERRE : :
(a) 2 | +lin 2,1 4 |,] -3 ; (b) + lin ;
—4 —4 —6 1 3 2
1 -1
1 6 3 ] 3 3 2 2 2
4 . -1 0 -1 3 . 1 -1 2
(c) 9 +lin Y IF P P ;o (d) 5 +lin o | 0 | g
1 -2 | —1 ] -1 3 —1 1 -2
@af|| 2] 7L @ar|| =1 [ ] 1| ]
1 1 1 3 3 4
3 2 1 1 9 _9

Zmnalez¢ réwnanie normalne i réwnanie parametryczne prostej w przestrzeni F(R?) ze zwyktym
iloczynem skalarnym, przechodzacej przez punkt ( z ) i srodek trojkata, ktorego boki leza na

prostych o rownaniach: x —y = 4, 2z — 11y = —37, 2x + Ty = 17. Obliczy¢ odleglosci prostych,
zawierajacych boki trojkata od poczatku uktadu wspotrzednych.
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(34) W przestrzeni E(R?) ze zwyktym iloczynem skalarnym dana jest prosta L o réwnaniu 25z — 15y +
12 = 0. Udowodni¢, ze w zbiorze {X € E(R?) : odleglos¢ X od L jest < 3—10} nie ma punktéw o
obu wspétrzednych catkowitych (wskazéwka: 34 < 36, wiec v/34 < 6).

(35) W przestrzeni euklidesowej E(R?*) ze zwyktym iloczynem skalarnym obliczyé¢ sume odlegtosci
punktu P = aA + bB + ¢C, gdzie a + b+ ¢ = 1, a,b,c > 0, od prostych af(A, B), af(A,C) i

7 13 18

U | 10 | -2
af(B,C), jesli A= - | B = a1 | C = 13
7 8 5)

(36) Wykazaé, ze w przestrzeni E(R"™) ze zwyklym iloczynem skalarnym
(a) réwnanie hiperptaszezyzny aj;xy + - -+ 4+ a,x, = b jest normalne wtedy i tylko wtedy, gdy
wspélezynniki a; sa sinusami katéw miedzy hiperplaszczyzna a pélprostymi 6 + {ze; : x > 0}
odpowiednio;
(b) wektor kierunkowy prostej P + lin(v) jest unormowany wtedy i tylko wtedy, gdy jego wspot-
rzedne sa cosinusami katéw miedzy ta prosta a pétprostymi 6 + {ze; : © > 0} (te wspohrzedne
nazywamy cosinusami kierunkowymi prostej, a katy - katami Eulera

(37) Obliczy¢ cosinusy kierunkowe prostej o réwnaniu ogblnym (”krawedziowym” )

T+ 219 — 3 +14 = —1
21‘1 —ZL‘3+21L‘4:5
I2+$3—$4:0

T, — X3 =2

w przestrzeni F(R®) ze zwyktym iloczynem skalarnym.
(38) (R6éwnanie kanoniczne prostej) Wykazaé, ze punkt X = (xq,29,...,2,)" W przestrzeni
E(R™) ze zwyklym iloczynem skalarnym lezy na prostej P + lin(v), P = (p1,p2,...,pn)’, v =
(v1, v, ..., v,)" wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi proporcja:
T1—pP1 T2 — P2 _ Tn = Pn

U1 () Un,

Jedli g(v) = 1, to ten uklad réwnan nazywamy réwnaniem kanonicznym prostej P + lin(v).
(39) Wyrazi¢ kat miedzy wektorami « i 7, o 7,(«) na ptaszczynie przez kat miedzy wektorami u i v.
(40) Wykazaé, ze
(a) %ilegloéé punktu ) od hiperplaszczyzny o réwnaniu f(&,]?)_(2 ) = a wyraza si¢ wzorem
[¢(«P@) —]

V(@) ;

(b) jesli podprzestrzen A w przestrzeni E(R™) ze zwyklym iloczynem skalarnym ma nlny uktad
rownan
a1y + a12T2 + -+ 1T, = by
Q2121 + Q22X + * + - + A2 Xy, = b2

Ap1T1 + AQgoTo + +++ + Apply = bk

k n 2
to odlegtosé punktu (¢, ca,...,¢,)T od A wyraza sie wzorem Z <Z a;;c; — bi> )



(41) W przestrzeni F(R?) ze zwyklym iloczynem skalarnym dwa boki réwnolegtoboku leza na prostych
3 . :
3 ) Zmalez¢ réwnania prostych,
na ktorych lezg pozostate dwa boki i obliczy¢ ich odlegtosci od poczatku uktadu wspotrzednych.
(42) W przestrzeni euklidesowej dany jest trojkat o wierzchotkach A, B, C.
(a) Sprawdzié¢, ze punkty A, B,

r+y =1, 3z —y = —4, a przekatne przecinaja sie¢ w punkcie

CA

B 1 — 3 q<@> 3
D=A- 1+§(@,CA> m AB + ; gg(fé,c_ﬁ)

sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego i punkty C' i D leza na plaszezyznie af(A, B,C) po
przeciwnych stronach prostej af(A, B).
(b) Sprawdzié, ze srodki trojkatéw réwnobocznych ABD, BCE, C AF zbudowanych na bokach
trojkata ABC tak, ze ich wierzchchotki D, E, F' oraz punkty C, A, B odpowiednio lezg po prze-
ciwnej stronie podstawy, tworza trojkat réwnoboczny.
(c) Sprawdzié, ze $rodki trojkatéw rownobocznych ABD, BCE, C'AF zbudowanych na bokach
trojkata ABC' tak, ze ich wierzchchotki D, E, F' oraz punkty C, A, B odpowiednio lezg po tej
samej stronie podstawy, tworza trojkat rownoboczny.

(43) W przestrzeni euklidesowej punkty A, B, C, D sa wierzchotkami kwadratu o boku a (tzn 1@ L

fﬁ, @ = 1@ + /ﬁ, q (/@) =q (ﬁ) = a?). Sprawdzi¢, ze dla punktu P plaszczyzny

—
af(A, B,C, D) warunki PA + 3@ + 3P?+ ﬁ =0iP= %A + %B + %C’+ %D sg rOwnowazne.
Obliczy¢ odlegtosé punktu P okreslonego przez te warunki od $rodka kwadratu ABCD.

(44) Obliczy¢ odleglosci [ 1 ?) } od podprzestrzeni Se(R) macierzy symetrycznych i podprzestrzeni

As(R) macierzy antysymetrycznych w przestrzeni Ms(R) macierzy kwadratowych stopnia 2 nad
R, w ktorej forma kwadratowa wyraza si¢ wzorem q(A) = tr(AT- A).
(45) W przestrzeni R* dany jest funkcjonat dwuliniowy £ taki, ze

sl
T2
T3 )
Ty

q( = a’z> + 2ax,(va + 23 + 14) + (b7 + 1)ay” + (4b + 2) 2973 + (6b + 2) 1074

+(c + 5)x5% 4 (6 + 14) w324 + (d* + 19)3,2.

(a) Dla jakich wartoéci parametréw a,b, c,d € R przestrzen (R*,€) jest euklidesowa?
(b) Obliczy¢ odlegtosé 4 od 0 + lin(ey, €9, €3).

(46) W afinicznej przestrzeni euklidesowej E(R?) ze zwyklym iloczynem skalarnym obliczy¢ odlegto$é
punktu P od podprzestrzeni H:
(a) P=1(2,4,0,—1)7, H = {(x1, 22,3, 24)7 : 201 + 229 + 23 + x4 = 221 + 429 + 205 + 424 = 0};
(b) P=(3,3,—-1,—1)7, H = {(x1, xa, x3,24)7 : 221 — 229 + 323 — 224 = 0}.

(47) Obliczy¢ odlegtosé punktu (0,0,0,0,0,0)T od hiperplaszczyzny x1 + 2x9 + 423 + 625 + 826 = 11
w przestrzeni F(R%) ze zwyktym iloczynem skalarnym.

(48) Sprawdzi¢, ze iloczyn odleglosci wierzchotka tréjkata od prostej przechodzacej przez pozostate
dwa wierzchotki i odlegtosci miedzy pozostatymi wierzchotkami nie zalezy od wyboru wierzchotka.



Obliczy¢ te trzy iloczyny dla trojkata o wierzchotkach (2,10, 18, 22,14, 6)7, (4, 14,20,24,12,8)T,
(0,14,24,20,12,12)T w E(R®) ze zwyklym iloczynem skalarnym.
(49) Obliczy¢ odlegtosé miedzy prostymi G i H w E(R?) ze zwyklym iloczynem skalarnym, gdy G ma

uktad réwnan ;;_ y 4__ z ; ;) , & H ma uktad rownan ¢z =y = 2 — 1.
Zy n
(50) W przestrzeni euklidesowej E(R?), w ktorej £(| z2 |, | v2 |) = 2191 + 222ys + 23y3 obliczyé
T3 Ys
odlegtos¢ podprzestrzeni GG, H okreslonych uktadami réwnan:
(a)G.{2x1+:c2+3x3:5 { I1+SL’2—2$3:2
’ 3$1+2ZE2+$3:4’ 5$1+3$2+4I3:8
(b)G {2$1+l’2+33§’3:5 . $1+x2—2$3:2
3$1+2$2+$3:4’ ) 2$1+£L’2—|—$3:3.
(R™) ze zwyklym iloczynem skalarnym obliczy¢ odlegtosé G od H :
7 8 9 10
@n=3G=af(| 8|, 8 |)H=af(| 7 |, 9 |);
9 10 7 7
3 3 ) 3
(b) n =4, G:af( 140 ) 162 )a H:af( 142 ) 160 );
6 8 7 8
5 3 11 11
@n=tG=af(| 5 || o DE=0r(| L[] 7]
7 7 7 5
(d) n==6,G=af((-2,4,3,6,5,8)T,(6,4,3,6,5,8)T,(37,13,—1,10,4,9)7),

= af((l 2,8,4,7,6)7,(—2,5,10,z,6,6)T, (104, 83, —8,20,6,7)7, (1,32,18,14,5,4)T).
W kazdym z tych przypadkéw znalez¢ P € G i (Q € H dla ktoérych odlegtos¢ P od @ jest réwna
odleglosci G od H.



