13 lzometrie ptaszczyzny euklidesowe;

Definicja 13.1. Przestrzen metryczna to para (X ,d), d: X x X — R spetniajaca:
1L d(z,y)=0<=z=y,

2. d(z,y)=d(y,z),

3.d(x,z)<d(xz,y)+d(y,z).






Definicja 13.2. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Odwzorowanie f: X — X nazy-
wamy izometrig, jezeli

d(f(x), f(y))=d(z,y) dla wszystkich z,y € X.



Przyktady: Przyktadami izometrii [E2 sa:
e przesuniecia 1,(x) =x + v,

e obroty wokét punktu p,

® symetrie osiowe,

e symetrie z poslizgiem.









Twierdzenie 13.5. Kazda izometria ptaszczyzny euklidesowej jest doktadnie jednym z typow:
1. przesunieciem,
2. obrotem,
3. symetrig osiowa,

4. symetrig z poslizgiem.



Twierdzenie 13.6. Dla izometrii f:1E? — IE? nastepujace warunki sa réwnowazne:
1. f zachowuje orientacje,
2. f jest ztozeniem obrotow i przesuniec,

3. f zachowuje zwrot baz dodatnich.



Definicja 13.7. lzometria f(x) = A x + b zachowuje orientacje, jezeli spetnia jeden (a zatem
wszystkie) warunek poprzedniego twierdzenia.



Definicja 13.8. Niech S bedzie zbiorem.
e Mapa to para (U, @), gdzie U C S oraz p: U — IR? jest homeomorfizmem

e Atlas to rodzina map {(U;, v;)} pokrywajaca S.






Definicja 13.10. Przestrzen metryczng nazywamy powierzchnig euklidesowa, jezeli istnieje
dla niej atlas euklidesowy.



Definicja 13.11. Niech X bedzie przestrzenia topologiczng, a ~ relacja rownowaznosci. Prze-
strzen ilorazowa X |~ to zbiér klas réwnowaznosci z topologia ilorazowa.






Definicja 13.13. Powierzchnia jest lokalnie euklidesowa, jesli kazdy punkt ma otoczenie izo-
metryczne z otwartym podzbiorem R?.



14 Powierzchnie euklidesowe

Definicja 14.1. Powierzchnia euklidesowa nazywamy spdjna, drugiej klasy Hausdorffa rozma-
itos¢ topologiczng S wymiaru 2, wyposazona w atlas {(U;, v;)}, gdzie:

o ;:U;— IR? s3 homeomorfizmami na obrazy,

e wszystkie przejscia ;o p; ' s3 izometriami ptaszczyzny euklidesowej.
Uwaga 14.2. Taka struktura definiuje metryke ptaskg na S oraz zerowa krzywizne Gaussa.

Przykfad 14.3. e IE? — powierzchnia po prostu spéjna,
e cylinder S* x IR,
e torus ptaski 772,
e wstega Mobiusa,

e butelka Kleina.
15 Grupa izometrii ptaszczyzny

Definicja 15.1. Grupe wszystkich izometrii I5* oznaczamy przez Isom(IE?).



Twierdzenie 15.2. Kazda izometria f:1E? — IE? ma postac

fz)=Az+b,

gdzie A€ O(2) oraz b e R?.

Dowdd. Izometria zachowuje odlegtosci, a wiec proste i réwnolegtosé, co implikuje afinicznosc.
Czes¢ liniowa zachowuje norme, stad AT A =1. []

Uwaga 15.3. Isom(E?) 2 O(2) x R2



