10 Wtiasnosci geometryczne hiperpowierzchni stopnia 2.

Definicja 10.1. Niech E bedzie n — wymiarowa przestrzenig afiniczna nad ciatem k, char k +2,
P € E. Niech 'H bedzie hiperpowierzchnia stopnia 2. Punkt P nazywamy srodkiem hiperpo-
wierzchni H jezeli

Vaoe S(F)P+acH< P —acH.



Uwaga 10.2. Niech F bedzie n — wymiarowa przestrzenia afiniczna nad ciatem k, char k 2,
P € E. Niech H bedzie hiperpowierzchnig stopnia 2, ktéra w pewnym uktadzie bazowym
(O, aq,...,a,) ma réwnanie

2
E a;xi +c=0,aq,...,a,.#0.
i=1

Woéwczas P jest srodkiem hiperpowierzchni H wtedy i tylko wtedy, gdy jego wspétrzedne w tym

uktadzie bazowym s3 postaci 0, ...,0, 5,11, ..., Sp.
N e’

r



Uwaga 10.3. Niech F bedzie n — wymiarowa przestrzenia afiniczna nad ciatem k, char k 2.
Niech H bedzie hiperpowierzchnia stopnia 2, ktéra w pewnym ukfadzie bazowym (O, o, ..., )
ma réwnanie

Z a;x? +22,=0,a1,...,a,#0,7 <n.

i=1

Wodwczas nie istnieje Srodek hiperpowierzchni H.



Whiosek 10.4. Niech E bedzie n — wymiarowa przestrzenia afiniczng nad ciatem k, char k # 2
i niech H bedzie hiperpowierzchnig stopnia 2 zadang réwnaniem

zn: QgL + an: bkﬂfk + c=0.
k=1

i,j=1

Wowczas zbior srodkow powierzchni H jest zbiorem pustym albo podprzestrzenig afiniczng prze-
strzeni I/ I jej rownanie ma postaé

a1121+ - +a1nscn+b1:0

Ap1T1+ - —i_annxn_'_bnzo



Whiosek 10.5. Niech E bedzie n — wymiarowa przestrzenia afiniczna nad ciatem k, char k # 2
i niech H bedzie hiperpowierzchnig stopnia 2. Wowczas istnieje dokfadnie jeden Srodek hiper-
powierzchni H wtedy i tylko wtedy, gdy r(H)=n.



Definicja 10.6. Hiperpowierzchnie, ktére majg doktadnie jeden srodek, nazywamy centralnymi.



Definicja 10.7. Niech E bedzie n — wymiarowa przestrzenig afiniczna nad ciatem k, char k =+ 2
i niech H bedzie hiperpowierzchnig stopnia 2 zadang réwnaniem

Z g el == 22 brrr +c=0.
ij=1 k=1
Wektor [c1, ...,c,] € S(E) nazywamy kierunkiem asymptotycznym powierzchni H, jezeli

n
E g 5CiCj — 0.

i,j=1



Uwaga 10.8. Niech E bedzie n — wymiarowa przestrzenia afiniczng nad ciatem R i niech 'H
bedzie hiperpowierzchnia stopnia 2, a zatem niech w pewnym uktadzie bazowym bedzie opisana
jednym z 3 mozliwych réwnan:

. x%—l—---—i—x?—angrl—---—x%+1:O, 0<s<r<n,

1. x%+---+x§—x§+1—---—x320, 1<s<r<n,

.. D 2 2 2 -
=t —a = —p =P, < setpap—L
Wéwczas:

1. nie istnieje uktad bazowy, w ktérym H bytaby opisana réwnaniem ii. lub iii., jezeli w pewnym
uktadzie opisana jest réwnaniem i. (analogicznie dla ii. oraz iii.);

2. jezeli H jest opisywana réwnaniami typu i., to wystepujaca w nich liczba s jest we wszystkich
rownaniach taka sama; jezeli H opisywana jest réwnaniem ii. lub iii., to dla kazdych dwéch
réznych takich réwnan wystepujace w nich liczby s sg albo jednakowe, albo ich suma wynosi
r.



Twierdzenie 10.9. (klasyfikacja krzywych stopnia 2 na ptaszczyznie) Niech H bedzie
krzywa stopnia 2 na pfaszczyznie. Wowczas w pewnym uktadzie bazowym:

1. rownanie H jest postaci
—mp = =1
i 'H jest parg prostych réwnolegtych;
2. réwnanie H jest postaci
—xi+z5+1=0

i 'H jest elipsa;

3. réwnanie H jest postaci

i 'H jest hiperbol3;

4. rownanie H jest postaci

I 'H jest parg prostych przecinajacych sie;






Twierdzenie 10.10. (klasyfikacja hiperpowierzchni stopnia 2 w przestrzeni) Niech H
bedzie hiperpowierzchnig stopnia 2 w przestrzeni. Wowczas w pewnym uktadzie bazowym:

1. réwnanie H jest postaci —x5+1=0 i H jest parg ptaszczyzn réwnolegtych;
9

réwnanie H jest postaci —x1 — x5+ 1=0 i H jest walcem eliptycznym;
J J yczny

réwnanie H jest postaci x5 — 23+ 1=0 i H jest walcem hiperbolicznym:
J P 1 2 J P y

réwnanie H jest postaci —xf — x5 — x5+ 1=0 i H jest elipsoida;

réwnanie H jest postaci x5 — x5 — x5+ 1=0 i H jest hiperboloida jednopowfokowa;

réwnanie H jest postaci 35 + x5 — x5+ 1=0 i H jest hiperboloida dwupowtokows;
réwnanie H jest postaci ©7 — x5=0 i H jest parg ptaszczyzn przecinajacych sie;

réwnanie H jest postaci x5+ x5 — x5=0 i H jest stozkiem eliptycznym;
Jest p J yczny
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réwnanie H jest postaci x5+ x3=0 i H jest walcem parabolicznym;
Jest p J y

L
<

réwnanie H jest postaci x5+ x5+ x3=0 i H jest paraboloida eliptyczna;
9

. réwnanie H jest postaci ©7 — x5+ x3=0 i H jest paraboloida hiperboliczna.
9

~
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