9 Hiperpowierzchnie stopnia drugiego.

Definicja 9.1. Niech E bedzie n — wymiarowa przestrzenig afiniczna nad ciatem k, char k + 2,
niech O € E. Hiperpowierzchnig stopnia 2 w przestrzeni afinicznej /' nazywamy miejsce
geometryczne H punktow P = O + «, ktérych wektor wodzacy o spetnia réwnanie

a(a, a) + 2b(a) + ¢ =0, (9.1)

gdzie a: S(F) x S(E) — k jest niezerowym funkcjonatem dwuliniowym i symetrycznym, b:
S(FE) — k jest funkcjonatem liniowym, zas c € k.



Uwaga 9.2. Niech F bedzie n — wymiarowa przestrzenig afiniczna nad ciatem k, char k + 2,
O € F i niech H bedzie hiperpowierzchnia stopnia 2 zadana réwnaniem (9.1). Niech &/ = (O,
a1, ..., ) bedzie uktadem bazowym, a wiec niech dla P € E:

P=0+4+zia1+ -+ x00,

czyli niech x1, ..., z,, bedg wspétrzednymi afinicznymi punktu P. Wéwczas P € H wtedy i tylko
wtedy, gdy

Z aij$i$j+2z brrr +c=0, (9.2)
i,j=1 k=1
gdzie [a;;]; jeq1,.. n) Jest macierza a w bazie (ay, ..., @), oraz [by, ..., b,] jest macierza b w

bazach (a1, ..., a,,) oraz (1).



Uwaga 9.3. Tolerujemy hiperpowierzchnie urojone. Jesli H = (), to réwnanie (9.2) okreslna
hiperpowierzchnie urojona.



Uwaga 9.4. Niech F bedzie n — wymiarowa przestrzenig afiniczng nad ciatem k, char k + 2,

O € E. Niech 'H bedzie hiperpowierzchnia stopnia 2 zadang réwnaniem (9.2). Macierz

A1n

nazywamy duza macierzg hiperpowierzchni H. Wéwczas P € H wtedy i tylko wtedy, gdy

[.Il, voey Ly 1]B

L1

(9.3)



Uwaga 9.5. Niech F bedzie n — wymiarowa przestrzenig afiniczna nad ciatem k, char k + 2,
O € E. Niech H bedzie hiperpowierzchnia stopnia 2 zadana réwnaniem (9.2) lub, réwnowaznie,
(9.3). Niech i = (O, a, ..., ) bedzie uktadem bazowym, a wiec niech A= (o, ..., ;) bedzie
baza przestrzeni S(E).

Niech A" = (o, ..., a;,) bedzie inng bazg S(E) i niech C = [¢;]; jeq1,.. n) bedzie macierza
przejscia od A do A’, a wiec niech dla dowolnego punktu P € E o wspdlrzednych z1, ..., 2, w

ukfadzie bazowym (O, a, ..., a,) oraz 21, ..., 2}, w ukfadzie bazowym U’ = (O, o, ..., a,):
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Niech A’ oznacza mata macierz H wzgledem ukfadu (O, o, ..., ), zas$ B’ duza macierz.
Woéwczas

B o Ir by 1T o1 | —
CT : A : C : A’
I TR . . —
s C e 0 by 0 |~ ot |
0 01 || b bl c [ O -~ 0|1 | b1 by, | c’
gdzie
= by
A=CTac,| : |=cT| : | c=c




Uwaga 9.6. Niech F bedzie n — wymiarowa przestrzenig afiniczng nad ciatem k, char k + 2,
O € E. Niech H bedzie hiperpowierzchnia stopnia 2 zadana réwnaniem (9.2) lub, réwnowaznie,
(9.3). Niech U = (O, a, ..., ) bedzie uktadem bazowym, a wiec niech A= (ay, ..., ;) bedzie
baza przestrzeni S(E).

Niech O’ € E, i niech, dla dowolnego punktu P € FE, x4, ..., x, oznaczaj3 jego wspoétrzedne w
ukfadzie bazowym (O, ay, ..., a,,) oraz x1, ..., x;, w ukfadzie bazowym U’ = (O’, ay, ..., ay,).
Wéwczas

P:O—i—oz@oz:O—f)’:OO;’—l—O’f;, dla a € S(F).
Niech O—O)’: dia1 + - + dp,. W szczegélnosci

r100 + - + Tpay = (d1 + 1)1 + - + (dn + 23 ) tn,

a wiec
[ | r1+ dy [ dp || i
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Réwnanie (9.3) réwnowaznie zapisujemy

[x1, ..., 25, 1] PTBP| °, |[=0.

Niech A’ oznacza mata macierz H wzgledem uktadu (O’ aq,

...y i), zas B’ duza macierz.
Woéwczas

0 b 1 dy ]| b, |
I : A : I : A’ :
!/ __ T . n 5 . n 3 ==
| d; do|1 || b1 bp| ¢ | O 01 by by | ¢’
gdzie
bi dl bl dl bl
A=A, : |=C| + |+]| + |,=]d1,....,dn]A|  |[+2]dy,...,dy]
b, dn, by, d,, by,




Uwaga 9.7. Niech F bedzie n — wymiarowa przestrzenig afiniczna nad ciatem k, char k + 2,
O € E. Niech H bedzie hiperpowierzchnia stopnia 2 zadana réwnaniem (9.2) lub, réwnowaznie,
(9.3). Z hiperpowierzchnia H wigzemy nastepujace wielkosci:

e mata macierz A,

e duza macierz B,

e maty rzad r(A),

e duzy rzad r(B),

e maty wyznacznik det A,

e duzy wyznacznik det B,

e wielomian charakterystyczny Wy (x) =det(A —z1,).

Zmiany powyzszych wielkosci przy zmianach uktadu bazowego U/ na U/’ zestawione s3 w ponizszej

tabeli:
wielkos¢ | przesuniecie (O, ax, ..., o) — (O’ aq, ..., ) | zmiana bazy (O, axy, ..., o) — (O, af.
A A CTAC
r(A) r(A) r(A)
det A det A det A-(det C)?
B PTBP C'BC
r(B) r(B) r(B)
det B det B det B-(det C)?
Wa(x) Wa(x) Wa(z) oile CT'=C~1




Uwaga 9.8. Niech F bedzie n — wymiarowa przestrzenig afiniczng nad ciatem k, char k + 2,
O € E. Niech H bedzie hiperpowierzchnia stopnia 2 zadana réwnaniem (9.2) lub, réwnowaznie,
(9.3). Niech i = (O, aq, ..., ) bedzie uktadem bazowym, a wiec niech A= (o, ..., ;) bedzie

baza przestrzeni S(FE).
Jezeli pomnozymy réwnanie (9.2) przez skalar d # 0, to powyzsze wielkosci zmienia sie naste-

pujaco:

Wielkosé /miana
A dA
B dB
r(A) r(A)
r(B) r(B)
det A d"det A
det B d"*tldet B
W) "A(2)
wartosci wtasne A\, ..., A\, macierzy A |d\q,...,d\,




Uwaga 9.9. Jedyne wartosci, ktére przy zadnej z powyzszych operacji nie ulegaja zmianie, to
r(A) i r(B), ktére odtad oznacza¢ bedziemy, odpowiednio, r(H) i R(H).



Twierdzenie 9.10.

A (wersja afiniczna). Jezeli H jest hiperpowierzchnia stopnia 2 w n — wymiarowej przestrzeni

afinicznej £ nad ciatem k oraz r = r('H), to istnieje uktad bazowy U = (O, o, ..., au,)
przestrzeni afinicznej E taki, ze wzgledem tego ukfadu hiperpowierzchnia 'H ma réwnanie
postaci

/A
2
E a;zi +¢c=0, ai,...,a.#0,
i=1

lub
T
Z a;x2 + 22, =0, r<mn,ai,..., a.*0.
i=1
Jesli k= C, to mozna zatozy¢, ze a1 =+ =a,=1 oraz c€ {0, 1}.

Jesli k =R, to mozna zatozy¢, ze ay,...,a, € {—1,1} oraz c€ {0, 1}.

E (wersja euklidesowa). Jezeli 'H jest hiperpowierzchnig w n — wymiarowej przestrzeni eukli-
desowej E™, A1, ..., \, s3 niezerowymi wartosciami wtasnymi macierzy A oraz r =r(H), to
istnieje ukfad bazowy ortonormalny wzgledem ktoérego H ma réwnanie postaci

ET: N2 4 c=0
i=1






