
Dodatkowe zadania do Kolokwium 1.

Arytmetyka reszt:

1. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce ukªady równa«:

a)
�
2x+3y=4
3x+ y=5

w Z7, b)
�
4x+7y=9
2x+9y= 10

w Z11, c)
�
x+ 11y=1
2x+3y= 10

w Z13.

2. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania kwadratowe:

a) x2+3x+4=0 w Z7, b) x2+5x+7=0 w Z19, c) x2+x+1=0 w Z23,
d) x2+ 10x+5=0 w Z13, e) 5x2+4x+1=0 w Z7, f) 4x2+3x+2=0 w Z11.

Liniowe równania diofantyczne:

1. Wyznaczy¢ wszystkie caªkowite rozwi¡zania równania:

a) 3x+4y= 13, b) 21x+ 111y=2, c) 25x+ 100y=6,
d) 39x¡ 13y= 11, e) 122x+ 129y=2, f) 27x+ 28y= 29.

2. Wyznaczy¢ wszystkie caªkowite rozwi¡zania równania:

a) 6x+ 10y+ 15z=1, b) 2x+8y+ 112z=9, c) 1122x+ 977233y¡ 111111z=5,
d) 18x+ 20y+ 15z=1; e) 105x+ 119y+ 161z= 83; d) 2x+ 42y+ 70z+ 245t=1.

3.

a) Do przewozu zbo»a s¡ do dyspozycji worki 60-cio i 80-cio kilogramowe. Ile potrzeba
poszczególnych worków do przewozu 440 kg zbo»a, je»eli wszystkie worki musz¡ by¢
peªne?

b) Ile biletów po 3 zª i po 5 zª mo»na kupi¢ za 149 zª, je»eli nale»y wyda¢ wszystkie
pieni¡dze?

Indukcja matematyczna:

1. Udowodni¢ nast¦puj¡ce twierdzenia:

a) 2jn2¡n, b) 6jn3¡n, c) 30jn5¡n, d) 42jn7¡n,
e) 546jn13¡n; f) 9j 10n¡ 1, g) 12j 10n¡ 4, h) 11j 10n¡ (¡1)n,
i) 11j 26n+1+32n+2, j) 10j 22n¡ 6, k) 41j 5�72(n+1)+23n, l) 25j 2n+2�3n+5n¡ 4.

2. Udowodni¢ nast¦puj¡ce twierdzenia:

a) 1+2+3+ � � �+n= n(n+1)

2
= s1,

b) 12+22+32+ � � �+n2= n(n+1)(2n+1)

6
= s2,

c) 13+23+33+ � � �+n3= s1
2,

d) 14+24+34+ � � �+n4= 1

5
s2(3n2+3n¡ 1),

e) 15+25+35+ � � �+n5= 1

3
s1
2(2n2+2n¡ 1),

1



f) 16+26+36+ � � �+n6= 1

7
s2(3n4+6n3¡ 3n+1).

3. Udowodni¢ nast¦puj¡ce twierdzenia:

a) (1+ a)n> 1+na, dla a>¡1, n> 0 (nierówno±¢ Bernoulliego, 1689),

b) (1+ a)n> 1+na+ n(n¡ 1)
2

a2, dla a> 0, n> 0,

c) (1+ a)n> 1+na+ n(n¡ 1)
2

a2+ n(n¡ 1)(n¡ 2)
6

a3, dla a>¡1, n> 0,

d) (1+ a)
1
n 6 1+ a

n
, dla a>¡1, n> 1,

e) (1+ a)
1
n > 1+ a

n(1+ a)
, dla a>¡1, n> 1,

f) (1+ a)1+
1
n> 1+

¡
1+ 1

n
a
�
, dla a>¡1, n> 1.

Twierdzenie Eulera i Maªe Twierdzenie Fermata:

1. Wyznaczy¢ reszt¦ z dzielenia:

a) 5123 przez 6, b) 23421 przez 24, c) 112025 przez 17, d) 888 przez 7.

Chi«skie Twierdzenie o resztach:

1. Rozwi¡za« nast¦puj¡ce ukªady kongruencji:

a)
�
x� 9 (mod10)
x� 14 (mod21)

, b)
�
x� 3 (mod 6)
x� 5 (mod 8)

, c)

8<: x� 1 (mod 2)
x� 2 (mod 3)
x� 3 (mod 5)

,

d)

8<: x� 4 (mod 6)
x� 6 (mod 9)
x� 10 (mod12)

, e)

8<: x� 1(mod10)
x� 6 (mod15)
x� 21(mod25)

, f)

8>>>><>>>>:
x� 3 (mod 7)
x� 5 (mod 8)
x� 5 (mod 9)
x� 24 (mod25)

.
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