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4 Przestrzenie nakrywajace.

Poznalismy dotychczas definicje grupy fundamentalnej i jeden jej przykltad, a mianowicie udo-
wodnilismy, ze kazda wypukla podprzestrzen przestrzeni R™ ma trywialna grupe fundamentalng.
Obecnie bedziemy chcieli przej$¢é do bardziej zaawansowanych przyktadéw — do ich policzenia
bedziemy potrzebowali odpowiednich narzedzi, ktorych konstrukcja sie teraz zajmiemy, zas pierw-
szym z nich beda przestrzenie nakrywajace.

Niech p: F — B bedzie odwzorowaniem ciagltym i surjektywnym. Powiemy, ze otwarty podzbior
U C B jest réwno nakryty przez p, jezeli przeciwobraz p~!(U) jest roztaczna suma zbiorow
otwartych V, C F o tej wlasnosci, ze dla kazdego « zwezenie p [y, jest homeomorfizmem pomiedzy
Vi a U. Rodzine {V,} bedziemy nazywali podzialem p~1(U) na plastry.

Jesli U jest zbiorem otwartym réwno nakrytym przez p, to czesto bedziemy wyobrazaé sobie
zbior p~1(U) jako stos ,nalesnikéw” szybujacych w powietrzu nad zbiorem U, z ktorych kazdy jest
tego samego ksztaltu i rozmiaru, co zbior U:

p ()

Zauwazmy, ze jeSli U jest zbiorem réwno nakrytym przez p oraz W C U jest zbiorem otwartym
zawartym w U, to rowniez W jest rowno nakryty przez p.

Niech p: E— B bedzie odwzorowaniem ciaglym i surjektywnym. Jezeli kazdy punkt b € B ma
otoczenie U ktoére jest rowno nakryte przez p, to p nazywamy odwzorowaniem nakrywajacym,
za$ F przestrzenia nakrywajaca.

Zauwazmy, ze jesli p: E— B jest odwzorowaniem nakrywajacym, to dla kazdego b € B podprze-
strzen p~!(b) przestrzeni E wyposazona jest w topologie dyskretna: istotnie, kazdy plaster V,, jest
zbiorem otwartym w E i przecina sie ze zbiorem p~!(b) w jednym punkcie, a natem punkt ten jest
zbiorem otwartym w przestrzeni p~1(b).

Zauwazmy ponadto, ze jesli p: E — B jest odwzorowaniem nakrywajacym, to jest tez odwzo-
rowaniem otwartym. Istotnie, zal6zmy, ze A jest zbiorem otwartym w FE. Dla ustalonego x €
p(A) wybierzmy otoczenie U punktu x, ktore jest rowno nakryte przez p. Niech {V,} bedzie
podziatem p~!(U) na plastry. Woéwczas istnieje punkt y € A taki, ze p(y) =x. Niech Vj bedzie
plastrem zawierajacym punkt y. Zbioér V3N A jest otwarty w E, a wiec otwarty w V3. Poniewaz p
odwzorowuje V3 homeomorficznie na U, zatem p(VzN A) jest otwarty w U, a wiec otwarty w B. Tym
samym wskazaliSmy otwarte otoczenie punktu x zawarte w p(A), co dowodzi, ze p(A) jest otwarty.

Przyklad 4.1. Niech X bedzie dowolng przestrzenig, niech i: X — X oznacza odwzorowanie
identycznosciowe. Wowcezas ¢ jest odwzorowaniem nakrywajacym. Ogoélniej, niech E bedzie prze-
strzenia X x {1,...,n} skladajaca sie z n kopii przestrzeni X. Odwzorowanie p: £ — X dane
wzorem p(x,i) =z dla wszystkich ¢ € {1,...,n} réwniez jest odwzorowaniem nakrywajacym.

W praktyce bedziemy czesto zakladaé, ze przestrzenie nakrywajace sa hukowo spojne — unik-
niemy w ten spos6b trywialnych nakryé w stylu ,stosu nalesnikow” jak w powyzszym przyktadzie.
Pierwszego nietrywialnego przyktadu przestrzeni nakrywajacej dostarczy nam ponizsze twierdzenie:
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Twierdzenie 4.2. Odwzorowanie p: R — S* dane wzorem

p(x) = (cos 2mx, sin 2mx)

jest odwzorowaniem nakrywajgcym.

Mozemy sobie wyobrazi¢ powyzsze odwzorowanie jako funkcje ,nawijajaca’ prosta rzeczywista
dookota okregu S!, przy czym za kazdym kolejnym przebiegiem zostaje ,nawiniety” odcinek [n,
n+1].

Dowod. To, ze p jest odwzorowaniem nakrywajgcym, wynika bezposrednio z prostych wia-
snoéci funkcji trygonometrycznych. Rozwazmy, na przykiad, podzbiér U okregu S' zlozony z
tych punktow, ktorych pierwsza wspotrzedna jest dodatnia. Zbior p~1(U) sktada si¢ z tych liczb
x, dla ktorych cos 27z jest dodatni, a wiec jest suma przedzialow

1 1
Vn:<n_17n+2)7

dla n € Z:
-3 -2 -1 0 1 2 3
V., V., v_, A v, v, v,
P
v

Dalej, p zwezone do dowolnego przedziatu domknictego V;, jest roznowartosciowe, poniewaz sin 27
jest funkcja $cisle monotoniczna na takim przedziale. Ponadto p odwzorowuje Vj, surjektywnie na
U oraz V,, na U, wobec znanego z analizy twierdzenia o wartosci $redniej. Skoro V}, jest zbiorem
zwartym, to p [y, odwzorowuje V;, homeomorficznie na U. W szczegélnosci p [y;, jest homeomorfi-
zmem pomiedzy V, i U.

Podobny argument mozemy zastosowaé dla przeciecia S* z gérna, dolna i lewa potptaszczyzna.
Zbiory te pokrywaja S! i kazdy z nich jest réwno nakryty przez p. Wobec tego p: R — S* jest
odwzorowaniem nakrywajacym. 0

5 Grupa fundamentalna okregu.

Poznamy obecnie podstawowe zwiazki miedzy przestrzeniami nakrywajacymi i grupa funda-
mentalna i wykorzystamy je do obliczenia grupy fundamentalnej okregu.

Niech p: E — B bedzie dowolnym odwzorowaniem. Jezeli f: X — B jest funkcja ciagla, to
podniesieniem funkcji f bedziemy nazywaé¢ odwzorowanie f: X — E takie, ze po f = f:

E
f l P
X—8B
f
Podniesienia funkcji w przypadku, gdy p jest odwzorowaniem nakrywajacym, sa waznym narze-

dziem w studiowaniu grup fundamentalnych. Pokazemy, ze dla przestrzeni nakrywajgcych mozemy
podnosié §ciezki oraz homotopie S$ciezek. Zacznijmy jednak od przykladu:
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Przyktad 5.1. Rozwazmy odwzorowanie nakrywajace p: IR — S' z Twierdzenia 4.2.
Sciezka f:I— S' zaczynajaca sie w punkcie by = (1,0) dana wzorem

f(s)=(cosms,sinms)

podnosi sie do $ciezki f(s) :% taczacej punkty 0 i %
Sciezka g: I — S' zaczynajaca sie w by dana wzorem

g(s) = (cos s, —sin7s)

podnosi sie do $ciezki g(s) = —% taczacej punkty O i —%.
Sciezka h: I — S' zaczynajaca sie w by dana wzorem

h(s) = (cos4rs,sin4rs)

podnosi sie do Sciezki h(s) = 2s taczacej punkty 0 i 2. Intuicyjnie, to ze h ,nawija” przedziat [0, 1]
dwukrotnie dookota oergu S' interpretujemy w ten sposob, ze h zaczyna sie w 0 i koiiczy w 2:

Al —eed 1 1 A U —
-1 0 1 2 -1 0 1 2

| /e

TETE

Lemat 5.2. Niech p: E — B bedzie odwzorowaniem nakrywajgcym, niech p(eg) = bg. Dowolna
Sciezka f: 1 — B zaczynajgca sie w by podnosi sie do doktadnie jednej Sciezli f w E zaczynajgcej
sie w eg.

Dowéd. Pokryjmy przestrzen B zbiorami otwartymi U takimi, ze kazdy z nich jest réwno nakryty
przez p. Wybierzmy podzial odcinka I, powiedzmy so, ..., s, taki, ze dla kazdego i zbior f([s:, Si+1])
potozony jest w jednym zbiorze U (istnienie takiego podzialu wynika z lematu Lebesgue’a o liczbie).
Podniesienie f bedziemy definiowaé krok po kroku.

Po pierwsze, niech f(0) =eg. Nastepnie, zaktadajac, ze f(s) jest juz zdefiniowane dla 0 < s < s;,
definiujemy f na [s;, ;1] nastepujaco: zbior f([s;, si+1]) lezy w pewnym otwartym podzbiorze
U réwno nakrytym przez p. Niech {V,} bedzie podzialem p~1(U) na plastry; kazdy zbior V,
jest homeomorficznie odwzorowany przez p na U. Element f(s;) lezy w jednym z tych zbioréw,
powiedzmy w V. Zdefiniujmy f(s) dla s € [s;, 5;+1] réwnaniem

Fls)=(p ) (f(s).

Poniewaz p [v;: Vo — U jest homeomorfizmem, f bedzie ciagle na [s;, s;+1].

Postepujac dalej w ten sposob zdefiniujemy f na calym przedziale [0, 1]. Ciaglos¢ f wynika z
lematu o sklejaniu, za$ to, ze po f = f jest bezposrednia konsekwencja definicji f.

Pozostaje wykaza¢ jednoznacznosé f, co réwniez robimy krok po kroku. Powiedzmy, ze f jest
innym podniesieniem f zaczynajacym sie w eg. Wtedy f(0)=eq= f(0). Zalozmy, ze f(s)= f(s)
dla wszystkich s takich, ze 0 < s <s;. Niech V) bedzie zdefiniowany tak samo, jak przed chwila.
Wrtedy dla s € [s, 5:41] F(s) jest zdefiniowane jako (p [v;) " (f(s)). Poniewaz f jest podniesieniem
f, wiec odwzorowuje przedzial [s;, s;11] w zbior p~}(U) =\ Va. Plastry V,, sa otwarte i rozlaczne, a
poniewaz zbior f ([84,8i+1]) jest spojny, wiec musi w catosci leze¢ w jednym ze zbioréw V,,. Poniewaz
f(sl) = f(s;) jest elementem Vj, wiec f odwzorowuje [$i, 8i41] W zbiér Vp. Tym samym, dla s € [s;,
Sit1], f(s) musi byé réwne pewnemu punktowi y € V5 lezacemu w p~1(f(s)). Ale jest dokladnie

jeden taki punkt, mianowicie (p[v;) " (f(s)). Tym samym f(s)= f(s) dla s € [s;, s;11]. O
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Lemat 5.3. Niech p: E — B bedzie odwzorowaniem nakrywajgcym, niech p(eg) = by i niech F:
I x I — B bedzie funkcjq ciaglq taka,ze F(0,0) =by. Wdowczas istnieje doktadnie jedno podniesienie
funkcji F do ciggtego odwzorowania F: I x I — E takiego, ze F(0,0)=eq. Jezeli F jest homotopig
Sciezek, to jest nig tei .

Dowéd. Dla danego F' najpierw definiujemy F(0,0) = eg. Nastepnie, uzywajac poprzedniego
Lematu, rozszerzamy F' do lewej krawedzi 0 x I oraz dolnej krawedzi I x 0 zbioru I x I. Teraz
pozostaje rozszerzy¢ F na caly zbior I x I. Zrobimy to nastepujaco: wybierzmy podziaty

So< 81 << S,
to<ti <---<tn
przedziatu I na tyle drobne, aby kazdy prostokat
I x Jj={[si—1,si] X [tj_1,t]]

byl odwzorowywany przez F' na otwarty podzbior B, ktory jest rowno nakryty przez p (istnienie
takich podzialéw wynika z lematu Lebesgue’a o liczbie). Definiujemy podniesienie £ krok po kroku
rozpoczynajac od prostokata I1 x Ji, nastepnie poruszajac sie wzdtuz prostokatow I; x J; lezacych
w ,dolnym wierszu” I x I, nastepnie wzdluz prostokatow I; x Js itd.

Ogolnie, przy danych ig i jo zatézmy, ze F jest zdefiniowane na zbiorze A réwnym sumie I x 0,
0 x I oraz prostokatow ,wezesniejszych” od I;, x J;, (czyli prostokatow I; x J; dla ktorych j < jo
lub j = jo i jednoczesnie i <ip). Zatozmy, ze F jest ciaglym podniesieniem F' |4 . Definiujemy F
na I;, x Jj, nastepujaco: wybierzmy otwarty podzbiér U C B, ktoéry jest rowno nakryty przez p i
zawiera zbior F(I;, x Jj,). Niech {V,} bedzie podzialem zbioru p~!(U) na plastry, w szczegdlnosci
wiec kazdy zbior V, jest homeomorficznie odwzorowywany przez p na zbiér U. Podniesieniec I’
jest juz zdefiniowane na zbiorze C'= AN (I;, x Jj,), ktory jest suma mnogosciowa lewych i dolnych
krawedzi prostokata I, x Jj,, a wigc jest zbiorem spojnym. Wobec tego F'(C) réwniez jest zbiorem
spojnym, a wiec musi w calosci zawieraé¢ sie w jednym ze zbioréw V,, powiedzmy w Vj:

/ ,'o iy
7 /f' Yo
[ R
\"

Niech po: Vo — U oznacza zwezenie p do Vj. Poniewaz F jest podniesieniem F' |4, wiec dla z € C:
po(F(2)) =p(F(z)) = F(z),
a zatem F(z)=py (F(z)). Tym samym mozemy rozszerzy¢ F wzorem

F(z)=p5 (F(2)),

dla x € I;; x Jj,. Wobec lematu o sklejaniu tak skonstruowane rozszerzenie bedzie funkcjg ciagla.
Kontynuujac w opisany powyzej sposob ostatecznie definiujemyb F na calym zbiorze I2.
Dla dowodu jednoznacznosci zauwazmy, ze w kazdym kroku konstrukcji ', gdy rozszerzalismy
F najpierw do dolnych i lewych krawedzi 12, a nastepnie do kolejnych prostokatow I; x .J;, istnieje
tylko jedna mozliwos¢é na wykonanie takiego rozszerzenia w sposob ciagly. Wobec tego, gdy tylko
wartos¢ F' w punkcie (0,0) zostanie ustalona, odwzorowanie F' moze by¢ zdefiniowane w tylko jeden
Sposob.
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Na koniec zatozmy, ze I jest homotopig $ciezek. Chcemy pokazaé, ze F jest rowniez homotopia
éciezek. Funkcja F odwzorowuje caly lewa krawedz 0 x I zbioru I? na punkt by € B. Poniewaz
F jest podniesieniem F, wiec odwzorowuje te krawedz w zbior p~'(bg). Wszelako zbior ten jest
wyposazony w topologie dyskretna jako podprzestrzeri E. Poniewaz 0 x I jest zbiorem spdjnym,
za$ F jest funkcja ciagla, zbior F(0 x I) jest spojny i tym samym musi by¢ singletonem. Podobnie,
F(1 x I) musi by¢ singletonem, a wiec F jest homotopia $ciezek. d

Twierdzenie 5.4. Niech p: E— B bedzie odwzorowaniem nakrywajgeym i niech p(eg) =bg. Niech
ponadto f i g bedg dwiema Sciezkami w B od by do b1, zas f i § niech bedg ich podniesieniami w E
rozpoczynajocymi sie w eg. Jesli istnieje homotopoia Sciezek pomiedzy f i g, to f i § koriczq sie w
tym samym punkcie i istnieje homotopia Sciezek pomiedzy nimsi.

Dowéd. Niech F: I x I — B bedzie homotopia $ciezek pomiedzy f i g. Wonczas F(0.0) =bg. Niech
F: I x I — FE bedzie podniesieniem F do E takim, ze F(0,0) = ey. Wobec poprzedniego Lematu,
F jest homotopia $ciezek, a zatem F(0 x I)={eo} i F(1x I)={e1}.

Zwezenie F |1y funkcji F do dolnej krawedzi zbioru I x I jest $ciezka w E zaczynajaca sie w
eo, ktora podnosi sie do F' [rxo. Wobec jednoznacznosci podniesienr $ciezek koniecznie zachodzi
F(5,0)= f(s). Podobnie F [ jest §ciezka w E, ktora podnosi F [« i zaczyna si¢ w eg, poniewaz
F(0x I)={eg}. Wobec jednoznacznosci podniesieri sciezek, F(s,1) = g(s). Tym samym zaréwno
f jak i g koncza sic w e1 i F jest homotopia §ciezek pomiedzy nimi. O

Niech zatem p: E— B bedzie odwzorowaniem nakrywajacym i niech by € B. Wynierzmy ey € E
tak, aby p(eo) =bo. Dla danego elementu [f] grupy (B, bp) niech f bedzie podniesieniem f do
$ciezki w E zaczynajacej sie w eg. Niech ¢([f]) oznacza punkt koncowy f(1) sciezki f. W §wietle
powyzszego Twierdzenia ¢ jest dobrze okreslona funkcja

p: (B, bo) — p~(bo).

Bedziemy nazywaé ¢ odpowiednioscia podniesienl indukowang przez odwzoroewanie nakrywa-
jace p. Oczywiscie ¢ zalezy od wyboru punktu ey.

Twierdzenie 5.5. Niech p: E— B bedzie odwzorowaniem nakrywajgcym i niech p(eg) =bg. Jesli
FE jest tukowo spdjna, to wtedy odpowiedno$é podniesien

:m1(B,bg) — p~1(bo).

jest surjektywna. Jesli E jest jednospdjna, to ¢ jest bijekcjq.

Dowéd. Jezeli E jest tukowo spojna, to dla danego e; € p~1(bg) istnieje sciezka f w E od eg do
e1. Wowezas f=po f jest petla w B zaczepiona w by, wiec ¢([f]) =e1 zgodnie z definicja.

Niech teraz E bedzie przestrzenia jednospdjna. Niech [f] oraz [g] beda dwoma elementami
grupy 71(B, by) takimi, ze ¢([f]) = ¢([g]). Niech f i g beda podniesieniami f i g do $ciezek w
E, ktore zaczynaja sie w eg. Natenczas f(1) = g(1). Poniewaz E jest jednospojna, wiec istnieje
homotopia $ciezek F' w F pomiedzy f i §. Wonczas po F jest homotopia $ciezek w B pomiedzy
fig. O

Twierdzenie 5.6. Grupa fundamentalna S' jest izomorficzna z grupg 7.

Dowéd. Niech p: R — S! bedzie odwzorowaniem nakrywajacym z Twierdzenia 4.2, niech eg=0 i
niech by = p(eg). Wowcezas p~1(bg) jest zbiorem liczb catkowitych Z. Poniewaz R jest przestrzenia
jednospo6jna, wiec odpowiednio$é podniesien

0:m1 (St bg) — 7Z

jest bijekcja. Dla zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze ¢ jest homomorfizmem.

Dla danych elementow [f] i [g] grupy m1(B, bo) niech f i g beda ich podniesieniami do $ciezek
w R zaczynajacych sie w punkcie 0. Niech n = f(1) oraz m = g(1). Wtedy, wprost z definicji,
o([f]) =n oraz ¢([g]) =m. Niech g bedzie $ciezka w R dana wzorem:

i(s)=n+g(s).
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Poniewaz p(n+ z) = p(z), dla x € R, wiec $ciezka § jest podniesieniem g, ktore zaczyns sie w n.
Wobec tego produkt f* g jest dobrze zdefiniowany i jest podniesieniem f * g, ktore zaczyna sie
w 0, jak mozna sie tatwo przekonac¢. Koricem tej $ciezki jest g(1) =n+ m. Wobec tego, zgodnie z
przyjetymi definicjami:

e([f1*[g]) =n+m=e([f]) + »(lg])- U



