GRUPA FUNDAMENTALNA. 7
2 Grupa fundamentalna.

Zbior wszystkich klas homotopii Sciezek z dzialaniem produktowania w przestrzeni X nie tworzy
grupy, poniewaz nie dla wszystkich par Sciezek produkt jest dobrze okre§lony. Jezeli jednak wybie-
rzemy w X ,punkt bazowy” z( i ograniczymi sie do klas $ciezek, ktore zaczynaja sie i koncza sie
w tym punkcie — bedziemy je nazywaé¢ petlami — otrzymamy grupe, ktora bedziemy nazywaé
grupa fundamentalng przestrzeni X wzgledem punktu z (albo pierwsza grupa homotopii
przestrzeni X)) i oznaczaé¢ m1(X, o).

Przyklad 2.1. m(R"™, zo) jest grupa trywialna. Istotnie, jezeli f jest petla w R™ zaczepiona w
punkcie g, to homotopia prostliniowa jest homotopia $ciezek pomiedzy f a $ciezka stale réwna .

Ogolniej, jezeli X jest dowolnym podzbiorem wypuklym przestrzeni R™, to m1 (X, o) jest grupa
trywialng. W szczegélnosci kula jednostkowa

Br={z|z1+ - +a25<1}
ma trywialng grupe fundamentalng.
Naturalne pytanie, jakie nasuwa sie zaraz po wprowadzeniu definicji grupy fundametalnej to
w jakim stopniu (X, 2g) zalezy od wyboru punktu zy. Celem jego rozstrzygniecia wprowadzmy

nastepujace oznaczenie: niech a bedzie $ciezka w X od xg do x1. Zdefiniujmy odwzorowanie &:
m1(X, 20) = m (X, 21) wzorem

a([f) =™+ [f]+[al-

Zauwazmy, ze odwzorowanie to jest dobrze okreslone: jesli f jest petla zaczepiona w g, to oL (f *
«) jest petla zaczepiona w x1, a wiec & przeksztatce w1 (X, z0) w m1 (X, 21):

Okazuje sie jednak, ze & to o wiele wiecej, niz tylko dobrze okreslona funkcja:
Twierdzenie 2.2. Funkcja & jest izomorfizmem.

Dowéd. Istotnie, dla [f],[g] € m1(X, 2¢) mamy:

a([f1+[gD) = (a7 [f]*[ad) * ([ [g]  [a])
= (a7 [f][g] *[o]
= a([f]*g]),

a wigc & jest homomorfizmem. Aby udowodnié, ze jest izomorfizmem, pokazemy, ze jesli 3 oznacza
$ciezke o™, to B jest homomorfizmem odwrotnym do &. Istotnie, dla dowolnego [h] € 71 (X, 21):

BUR) =81 %[k« [B]=[a] *[A] * [a~"],
a wiec
a(B([h]) = o= * ([ * [A] * [a™1]) * [o] = [R].

W podobny sposob pokazujemy, ze rowniez 3(&([f])) =[f], dla kazdego [f] € m1 (X, z1). O
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Whiosek 2.3. Jezeli X jest przestrzeniq tukowo spdjng i xg oraz x1 sq dowolnymi dwoma punkams
w X, to m (X, x9) Xm(X,z1).

Niech X bedzie dowolng przestrzenia topologiczna. Jezeli C' oznacza sktadowa tukowo spdjna
przestrzeni X zawierajaca punkt xo, to m1(C, co) X m1(X, z0), poniewaz wszystkie petle zaczepione
w ¢ 1 wszystkie homotopie w X zaczepione w xo muszg leze¢ w przestrzeni C. Tym samym (X,
xo) zalezy wylacznie od sktadowej tukowo spojnej X zawierajacej o i nie daje zadnej informacji
o tym, co sie dzieje w pozostalej czesci przestrzeni X. Z tego wzgledu na ogot bedziemy zakltadaé,
ze przestrzenie, ktorych grupy fundamentalne bedziemy badaé, sa tukowo spojne.

Jesli X jest tukowo spojna, to wszystkie grupy m1(X, ) sa izomorficzne, kuszaca zatem wydaje
sie propozycja utozsamienia ich ze soba i zdefiniowania tylko jednej grupy fundamentalnej dla
calej przestrzeni X. Niestety, nie ma naturalnego sposobu utozsamiania ze soba grup (X, zg)
i m(X,z1) dla réznych punktow xg i z1: dwie rézne sciezki a1 8 z xg do 1 indukuja dwa rézne
izomorfizmy & i 3. Mozna pokaza¢ (pozostawiamy to Czytelnikowi jako ¢wiczenie do samodzielnego
wykonania), ze &= 3 wtedy i tylko wtedy, gdy grupa m1(X, zo) jest abelowa.

Przestrzenn X bedziemy nazywaé jednospdjna, jezeli jest tukowo spojna i m1(X, x0) jest grupa
trywialna dla pewnego xo € X, a wiec dla wszystkich z¢€ X.

Lemat 2.4. W przestrzeni jednospijnej X dowolne dwie $ciezki o takich samych punktach poczqt-
kowych i koricowych sq homotopijne.

Dowéd. Niech a i 8 beda dwiema Sciezkami z xo do ;. Wowcezas o * 371 jest petla zaczepiong
w xo. Poniewaz X jest jednospdjna, wiec petla ta jest homotopijna z petla stata xzg. Zatem

(o 371 [B] = [exo] * (],
skad wynika, ze [a] =[3]. d

Jest intuicyjnie jasne, ze grupa fundamentalna jest niezmiennikiem topologicznym przestrzeni
X. Wygodnym sposobem formalnego udowodnienia tego twierdzenia jest wprowadzenie pojecia
homomorfizmu indukowanego przez odwzorowanie ciggte. Niech bowiem h: X — Y bedzie funkcja
ciagla, ktora odwzorowuje punkt zo € X na punkt yp €Y — bedziemy skrétowo oznaczali to piszac

h: (X,xo) — (Y, yo).

Jesli f jest petla w X zaczepiong w xg, to ztozenie ho f: I —Y jest petla w Y zaczepiong w yo. Tym
samym odpowiedniosé f+— ho f ustala odwzorowanie m (X, z0) w m(Y, yo): dla h: (X ,z0) — (Y, y0)
funkcje hy: m (X o) — m1 (Y, yo) definiujemy wzorem

ha([f]) = [ho f]

i nazywamy homomorfizmem indukowanym przez h wzgledem punktu zg. Odwzorowanie
h. jest dobrze okreslone, albowiem jesli F' jest homotopia Sciezek pomiedzy $ciezkami f oraz
f’, to ho F jest homotopig $ciezek pomiedzy $ciezkami ho f oraz ho f’. Z kolei to, ze hy jest
homomorfizmem wynika wprost z réwnania:

(ho f)x(hog)=ho(fxg).

Homomorfizm h, zalezy nie tylko od funkcji h: X — Y, ale rowniez od wyboru punktu x,. Bedzie
to powodowalo pewne trudnosci notacyjne, gdy bedziemy chcieli rozwazaé kilka punktéw bazowych
w X: jesli zg i z1 beda roznymi punktami w X, nie mozemy uzywaé tego samego symbolu h, dla
dwoch roznych homomorfizméw, z ktorych dziedzing jednego jest w1 (X, o), a drugiego m1(X, x1).
Nawet jesli X jest tukowo spojna, a wiec grupy m1 (X, zo) i m1(X,z1) sa izomorficzne, caly czas nie
sg to te same grupy. W takich razach bedziemy pisali

(hxo)*: 1 (X7 {E0> - 7T1(Y7 ?JO)

dla oznaczenia pierwszego homomorfizmu oraz (h;, ). dla oznaczenia drugiego. Notacji h. bedziemy
uzywaé wtedy, gdy rozwazaé¢ bedziemy zawsze jeden punkt bazowy x.
Indukowane homomorfizmy zachowuja sie funktorialnie:
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Twierdzenie 2.5. Jesli h: (X, x9) — (Y, yo0) oraz k: (Y, yo) — (Z, 20) sa funkcjami ciggtymi, to
(koh)s=k.oh,.

Jeslii: (X, x0) — (X, xz0) jest odwzorowaniem identycznosciowym, to i, jest homomorfizmem iden-
tycznoSciowym.

Dowoéd. Wprost z definicji:
(koh)«([f])=I[(koh)o f]

oraz

(ks 0 ) ([f]) = kulhu([£1)) = Eu([Rr0 f]) = [k o (ho f)].
Podobnie sprawdzamy, ze i.([f]) =[io f]=[f] O

Wnhiosek 2.6. Niech h: (X ,z9) — (Y, y0) bedzie homeomorfizmem. Wowczas h,:m(X,z0) = m(Y,
Yo) jest izomorfizmem.

Dowéd. Niech k: (Y, yo) — (X, zo) bedzie odwzorowaniem odwrotnym do h. Woéwczas k.o h, =
(ko h). =1, gdzie i oznacza identycznosé na (X, zg). Analogicznie h, ok, = (hok).= j., gdzie j
oznacza identycznosé na (Y, yo). Poniewaz i, oraz j. sa homomorfizmami identycznosciowymi grup
m1(X, z0) oraz w1 (Y, yo), odpowiednio, wiec k. jest odwrotnoscia .. O

3 Wyzsze grupy homotopii.

Jak wspominalismy, grupe fundamentalng nazywamy tez pierwsza grupa homotopii. Nazwa ta
sugeruje, ze istnieja tez wyzsze grupy homotopii. Jest tak w istocie i jakkolwiek nie bedziemy sie
nimi zbyt szczegdlowo zajmowaé, jest to dobre miejsce, aby przynajmniej przyblizy¢ ich definicje.

Dla przestrzeni topologicznej X z wybranym ,punktem bazowym” x( rozwazamy zbior m, (X,
xo) klas [ f] homotopii funkcji f: I — X, ktore odwzorowuja brzeg ,szescianu” I™ na punkt bazowy
xo. Zauwazmy, ze jest to naturalne uogoélnienie pojecia petli: gdy n=1, jednowymiarowy ,szescian”
I' jest po prostu odcinkiem I, za§ wymog, aby jego brzeg byt odwzorowany na punkt g oznacza,
ze f(0)= f(1) =m0, a wiec ze f jest petla zaczepiona w .

Pojecie produktu (klas) §ciezek uogoélniamy na wyzszy wymiar nastepujaco: dziedzing produktu
dalej powinien by¢ ,szescian” I, musimy zatem ,sklei¢” dwie funkcje f, g: I" — X wzdluz jednej
ze Scian I™

fQxy, o, ... ), gdy 1‘1€|:0,%:|,
frglay, ... xn)= )
9g(2x1—1,29,...,2,), gdy x1€ [5, 1}.
W podobny sposéb jak dla n =1 mozemy sprawdzi¢, ze * indukuje dziatanie na klasach homotopii,
ktore okreslna strukture grupy m,(X,zo). Takze i tu napotykamy trudnosci ze zdefiniowaniem grup
bez odniesienia do punktu bazowego.



