Grupa fundamentalna

Jednym z podstawowych probleméw w topologii jest kwestia rozstrzygniecia, czy dwie prze-
strzenie topologiczne sg homeomorficzne, czy nie. Nie istnieje, oczywiscie, ogélna metoda rozwigzu-
jaca ten problem, ale istnieja techniki pozwalajace rozstrzygna¢ pewne szczegoélne przypadki.

Sprawdzenie, ze dwie przestrzenie topologiczne sa homeomorficzne polega na ogoét na zbu-
dowaniu odpowiedniego homeomorfizmu, czyli funkcji ciaglej, do ktorej istnieje ciggla funkcja
odwrotna.

Sprawdzenie, ze dwie przestrzenie topologiczne nie sg homeomorficzne sprowadza sie, z kolei,
do wykazania, ze odpowiedni homeomorfizm nie istnieje. W tym celu najcze$ciej poszukujemy
wlasnosci topologicznych, ktore spetnione sa w jednej przestrzeni, ale nie w drugiej. Przyktadowo,
przedzial [0,1] nie moze by¢ homeomorficzny z przedziatem (0, 1), bo ten pierwszy jest przestrzenia
zwartg — a drugi nie; prosta rzeczywista R nie moze by¢ homeomorficzna z plaszczyzna R2, gdyz
po usunieciu jednego punktu ta druga dalej jest przestrzenig spojna — a ta pierwsza juz nie.

Niestety, poznane na kursowych wyktadach z topologii mnogosciowej wlasnosci topologiczne
pozwalaja na rozwigzanie problemu homeomorficznosci tylko w kilku izolowanych przypadkach.
Przyktadowo, standardowe wlasnosci przestrzeni takie jak zwartosé, spojnosé, lokalna spojnosé,
metryzowalnosé itd. nie pozwalaja na udowodnienie, ze plaszczyzna R? nie jest homeomorficzna
z przestrzenig R3, albo ze sfera S? nie jest homeomorficzna ani z torusem T, ani z podwdjnym
torusem T#7T (czyli dwoma donutami z bokami sklejonymi polewa czekoladowa).

Pojawia sie zatem naturalna potrzeba wprowadzenia nowych wtasnosci topologicznych, ktore
pomogg rozstrzygnaé problem homeomorficznosci w powyzszych przykltadach. Zaczniemy od wpro-
wadzenia pojecia jednospojnosci (ktore prawdopodobnie pojawito sie juz na wykladach z analizy
przy okazji omawiania catek krzywoliniowych): z grubsza biorac, przestrzen X nazwiemy jedno-
spojna, gdy kazda krzywa zamknieta mozna ,Sciagna¢” do jednego punktu. Widzimy, ze dzieki
jednospojnosci potrafimy rozrézni¢ R? i R3: po usunieciu jednego punktu z R? otrzymujemy prze-
strzen jednospéjna, a po usunieciu jednego punktu z R? — nie. Podobnie sfera S? jest przestrzenia,
jednospo6jna, natomiast torus 7' nie jest.

Niestety, przy uzyciu prostego pojecia jednospdjnosci dalej nie potrafimy odr6znié torusa T'
od podwojnego torusa T#T. Okazuje sie jednak, ze mozemy pojecie jednospdjnosci uog6lnié i
skonstruowaé obiekt algebraiczny zwany grupa fundamentalng. Dwie homeomorficzne prze-
strzenie topologiczne beda mialy izomorficzne grupy fundamentalne, zas to, ze jakas przestrzen
jest jednospojna, bedzie oznaczaé, ze jej grupa fundamentalna jest trywialna. Dzieki grupom fun-
damentalnym bedziemy potrafili rozrézni¢ T 1 T#T': okaze sie, ze torus ma grupe fundamentalna,
ktora jest abelowa, za$ grupa fundamentalna podwdjnego torusa abelowa nie jest.

1 Homotopijnosé Sciezek.

Zanim zdefiniujemy grupe fundamentalng przestrzeni X, przyjrzymy sie $ciezkom w tej prze-
strzeni i zdefiniujemy relacje rownowaznosci miedzy nimi, ktora nazwiemy homotopia Sciezek.
Okreslimy tez dziatanie na klasach réwnowaznosci tej relacji, ktore wprowadzi w nich strukture
grupoidu.!-!

1.1. Grupoidem nazywamy algebre (G, *,71), gdzie x: G x G — G jest dzialaniem czesciowym, a wigc
funkcja niekoniecznie okreslona na wszystkich parach z G' x G, oraz operacja unarng ~': G — G takimi, ze:

i. jesli a* (bxc) jest okreslone, to okreslone jest réwniez (ab) * ¢ i wowczas a* (b*c) = (a*b) *c;
ii. dla kazdego a € G istnicje lewa identycznosé ¢l i prawa identycznosé ek, czyli elementy takie, ze
elxa=a oraz axel=q;

ili. axa"l=elia lxa=el.
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Tu i w dalszej czesci wykladu przyjmijmy oznaczenie I =[0,1]. Jesli f i f’ sa przeksztalceniami
ciaglymi z przestrzeni X do Y to powiemy, ze sa homotopijne, jezeli istnieje przeksztatcenie
ciagle F: X x I =Y takie, ze

F(z,0)=f(z) oraz F(z,1)=f'(z),

dla wszystkich x € X. Odwzorowanie F' nazywamy homotopia pomiedzy f i f’. Jezeli f jest
homotopijne do f’, to piszemy f~ f’. Jezeli f~ f’oraz f’jest odwzorowaniem stalym, to méwimy,
ze f jest nulhomotopijne.

O homotopii F(x,t) wygodnie jest mysle¢ jako o rodzinie funkcji ciaglych z X do Y parame-
tryzowanych przez t € I. Jesli wyobrazimy sobie ¢ jako czas, to F' przedstawia ciagla ,deformacje”
funkcji f w f’ podczas czasu t zmieniajacego si¢ od 0 do 1.

Rozwazmymy teraz szczegolny przypadek homotopii, w ktorym f i f/ bedg Sciezkami w prze-
strzeni X. Jako Sciezke od punktu zy do x; rozumiemy odwzorowanie ciagte f: I — X takie, ze
f(0)==xgoraz f(1)=x1. Punkt o nazywamy poczatkiem $ciezki, zas punkt z; konicem $ciezki.

Poza ,zwykla” homotopia pomiedzy Sciezkami f i f’ mozemy wprowadzi¢ tez silniejsza relacje,
ktora nazwiemy homotopijnoscia $ciezek, oznaczang przez f~, f’: mianowicie bedziemy wyma-
gali, aby $ciezki f i f’ w przestrzeni X:

i. byly homotopijne, a wiec aby istniata miedzy nimi homotopia F: I x I — X
ii. mialy takie same poczatki xg i korice xq;
iii. F(0,t)=m oraz F(1,t)=x,dlatel:

t

Xo

- J

Homotopie F' bedziemy nazywali homotopia Sciezek.

Innymi stowy, I jest ciggla ,deformacjg’ sciezki f w f', podczas ktorej punkty poczatkowy i
koricowy pozostaja state.

Lemat 1.1. Relacje ~ i ~, sq rownowaznosciami. Klase abstrakcji sciezki f wzgledem relacji ~,
bedziemy oznaczali przez [f].

Dowod. Relacje ~ i o), sa zwrotne: dla danej funkcji f funkcja F'(z,t) = F(z) jest homotopia.
Gdy f jest sciezka, F jest homotopia Sciezek.
Podobnie, relacje ~ i ~,, sa symetryczne: jezeli f~ f’ i F jest homotopia pomiedzy f i f/, to
G(z,t)=F(xz,1—1t) jest homotopia pomiedzy f’i f. Jesli F' jest homotopia $ciezek, jest nia tez G.
Na koniec, relacje ~ i ~, sa przechodnie: niech f~ f’oraz f’~ f" i niech F' bedzie homotopia
pomiedzy f i f’, za§ F’ homotopig pomiedzy f’ i f”. Rozwazmy funkcje G: X x I — Y dang
wzorem:

F(x,2t), gdy tE[O, },
G(z,t)= )
F'(z,2t—1), gdy te[g,l}.

No| =
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Funkcja ta jest dobrze okreslona, bo dla t:% mamy F(z,2t)= f'(x)=F'(z,2t — 1). Poniewaz G
jest cigglta na domknietych podzbiorach X x [O, %] oraz X X [%, 1] zbioru X x I, wiec jest tez ciagta

na calym zbiorze X x I i tym samym jest homotopig pomiedzy f i f”. Bez trudu sprawdzamy, ze
jesli f, f'1 f" sa $ciezkami z xg do x1, to G jest homotopia Sciezek:

7
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Przyktad 1.2. Niech f i g beda dowolnymi funkcjami cigglymi z przestrzeni X do R?. Zauwazmy,
ze f i g sa wowczas homotopijne. Istotnie, funkcja F: X x I — R? dana wzorem:

O

Fa,t)=(1-1)f(z) +tg(x)

jest homotopia pomiedzy f i g. Nazywamy ja homotopia prostolinijna, albowiem przesuwa ona
punkt f(x) do punktu g(z) wzdtuz odcinka taczacego te punkty.
Jesli f i g sa Sciezkami od xg do z1, to, jak tatwo sprawdzi¢, F' bedzie homotopia $ciezek:

#(x)

Ogolniej, jezeli A bedzie dowolng podprzestrzenia wypukla R™ (a wiec taka, ze dla dowolnych
punktow a,b € A do A nalezy tez dowolny odcinek taczacy a ib), to dowolne dwie Sciezki f i g w
A od zq do 21 beda homotopijne: obraz homotopii prostoliniowej F' pomiedzy f i g bedzie zawarty
w A.

Jezeli f jest Sciezka w X z xp do x1, zas g jest Sciezka w X z x1 do x2, to produktem fx g
nazywamy Sciezke z xo do x5 okreslong wzorem

| =

f2o),  edyze {o, }
[*g(x)= .
g2z —1), gdy $6[§,1].
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Istotnie, jest to Sciezka: sprawdzamy, ze jest dobrze okreSlona w x :% i jest funkcja ciagta jako
,Sklejenie” dwoch funkeji cigglych na zbiorach domknietych.

Uwaga 1.3. Produkt Sciezek indukuje dobrze okreslone dzialanie czesciowe na klasach abstrakcji
relacji ~:

[f1+ gl =1f *g].

Dowd6d. Niech F bedzie homotopia $ciezek pomiedzy f i f’ 1 niech G bedzie homotopia Sciezek
pomiedzy ¢ i ¢g’. Niech

F(2z,t), gdy z¢€ [07%],
H(z,t)=

G2z —1,t), gdy xz€ [%, 1].

Poniewaz F'(1,t) =x1=G(0,t) dla t € I, odwzorowanie H jest dobrze okreslone. Jest tez ciagte jako
,sklejenie” funkcji cigglych na zbiorach domknietych. Bez trudu sprawdzamy tez, ze jest homotopia
$ciezek pomiedzy fxgi f'xg"

__.%
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Twierdzenie 1.4. Zbior klas abstrakcji relacji ~), z dziataniem * jest grupoidem.

Jezeli f jest Sciezkq od xop do x1, za$ dla x € X odwzorowanie ey: I — X oznacza funkcje statq
réwng x, to [ez,] jest prawo- a [es,] lewostronng identycznosciq dla [f].

Dla danej sciezki f z o do w1 f~! oznacza $cieske odwrotng z x1 do x¢ dang wzorem
fHz)=f(1—2a), dla x€l.
Dowoéd. Zauwazmy na wstepie, ze jeSli k: X — Y jest odwzorowaniem ciaglym i jesli F' jest

homotopig $ciezek w X pomiedzy $ciezkami f i f’, to ko I jest homotopig $ciezek w Y pomiedzy
Sciezkami ko f i ko f”

Dalej, zauwazmy, ze jesli k: X — Y jest funkcja ciagla oraz jesli f i g sa $ciezkami w X takimi,
ze f(1)=g(0), to wowczas:

ko(f*g)=(kof)*(kog).
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Dowod twierdzenia podzielimy na kilka krokdow.

Krok 1: Sprawdzimy, ze spelnione sa wlasnosci ii. oraz iii. z definicji grupoidu. Niech eq
oznacza Sciezke stale rowna 0 w I oraz niech i: I — I oznacza funkcje identycznosciowa, ktora, w
szczegoblnosci, jest Sciezky od 0 do 1 w I. Woéwcezas eg ¢ jest rowniez $ciezkyg od 0 do 1 w [I:

f
u
(\ ‘
X

u=1i(s)

> s s

u=(e,*i)(s)

Poniewaz I jest zbiorem wypuklym, wiec istnieje homotopia Sciezek G w I pomiedzy ¢ oraz
eo*1. Wowczas f oG jest homotopia Sciezek w X pomiedzy foi= f oraz

fo(eoxi)=(foeg)*(foi)=ey* [.

Korzystajac z faktu, ze jesli e; oznacza Sciezke stale rowna 1 w I, to i * ey jest Sciezka homotopijna
z i w I, w dokladnie taki sam sposob pokazujemy, ze [f]* [ex,] = [f]-

Celem udowodnienia wlasnosci iii. zauwazmy, ze odwrotnoscia i jest i(s) =1—s. Wowczas i* i
jest Sciezka w I zaczynajaca i konczaca sie w 0, tak samo jak Sciezka e stale rowna 0:

f
X

u=(i*7)(s)

3

u=e,(s)

Poniewaz I jest zbiorem wypuklym, istnieje homotopia $ciezek H w I pomiedzy e i 4% 7. Zatem
foH jest homotopia Sciezek pomiedzy foeo=e,, oraz

(foi)x(foi)=fxf.

Korzystajac z faktu, ze Sciezka i *1 jest homotopijna w I z e; w dokladnie taki sam sposéb
pokazujemy, ze [f][f]=[ea,]-

Krok 2: Sprawdzimy, ze zachodzi prawo ltacznosci i. W tym celu podamy alternatywny opis
produktu f* g.

Jezeli [a,b] 1 [c, d] sa dwoma odcinkami w IR, to istnieje dokladnie jedna funkcja liniowa postaci
p(x) =ma + k, ktora odwzorowuje a na c oraz b na d; bedziemy ja nazywaé funkcja dodatnio
linowa przedziatu [a, b] na [c, d], poniewaz jej wykres jest linig prosta o dodatnim wspo6lezynniku
kierunkowym. Zauwazmy, ze odwrotno$é¢ funkcji dodatnio liniowej jest funkcja dodatnio liniowa,
a takze zlozenie dwoch funkcji dodatnio liniowych jest funkcja dodatnio liniowa.

Przy uzyciu funkcji dodatnio liniowych mozemy opisa¢ produkt f * g nastepujaco: na przedziale
[0, %] rowny jest funkcji dodatnio liniowej przedziatu [07 %} na [0, 1] ztozonej nastepnie z funkcja
f, zas na przedziale [%, 1} rowny jest funkeji dodatnio liniowej przedzialu [%, 1] na [0, 1] zlozonej
nastepnie z funkcja g.
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Przystepujemy teraz do zweryfikowania wlasnosci i. Dla danych $ciezek f,gih w X, produkty
f*(g=*h)oraz (f*g)h sa zdefiniowane o ile f(1)=g(0) oraz g(1) =h(0). Zakladajac, ze warunki
te sa spelnione, zdefiniujmy ,,potrojny produkt” sciezek f, g i h nastepujaco: wybierzmy punkty
aibw I tak, aby 0<a<b< 1. Zdefiniujmy sciezke k, , w X nastepujaco: na [0, a] bedzie réwna
funkcji dodatnio liniowej przedziatu [0, a] na I zlozonej nastepnie z f, na [a, b] bedzie réwna funcji
dodatnio liniowej przedziatu [a,b] na I ztozonej nastepnie z g, wreszcie na [b, 1] bedzie rowna funkcji
dodatnio liniowej przedziatu [b, 1] na I zlozonej z h. Sciezka k, ; zalezy, oczywiscie, od wyboru
punktow a i b, ale, jak sie zaraz okaze, jej klasa homotopii §ciezek juz od nich nie zalezy. Dokladniej,
pokazemy, ze jesli k. 4 jest inng tak skonstruowana Sciezka dla pewnych punktéw 0 <c<d <1, to
kc,q jest homotopijne z K, p.

Niech p: I — I bedzie funkcja okreslong tak, jak na ponizszej ilustracji:

u

u=p(s)

Funkcja p zwezona do przedziatow [0, a], [a, b] 1 [b, 1], odpowiednio, jest funkcja dodatnio liniowg
kazdego z nich na przedzialy [0,], [¢,d] i [d,1]. Wobec tego k. 40 p= "k, Ponadto p jest Sciezka
w I od 0 do 1, tak samo jak identycznosé i: I — I. Tym samym istnieje homotopia Sciezek P w I
pomiedzy p oraz i. Zatem k. 40 P jest homotopig $ciezek w X pomiedzy K, oraz ke q.

Bez trudu sprawdzamy, ze f*(g#*h) jest rowne k, ; dla a:% i b:%7 za$ (f * g)*h jest rowne
ke q dla c:% oraz d= % Tym samym $ciezki f = (g=*h) i (f*g)*h sa homotopijne. O

Argument uzyty w dowodzie powyzszego twierdzenia przenosi sie na dowolng skoriczong liczbe
Sciezek: podzial przedzialu na podprzedzialy przy tworzeniu produktu Sciezek nie ma znaczenia
modulo homotopia $ciezek. Sformulujmy te obserwacje jako osobne twierdzenie:

Twierdzenie 1.5. Niech f bedzie Sciezkq w X i niech ag,...,a, bedqg liczbami takimi, ze 0 =ag <
a1 < -+ <ap=1. Niech f;: I - X bedzie $ciezkq rowng funkcji dodatnio liniowej przedziatu I na
[ai—1,a;] ztozong nastepnie z f. Wowczas:

(1= [fi] % [fal-



