4 Przestrzenie nakrywajace.

Niech p: /- — B bedzie odwzorowaniem ciggtym i surjektywnym.

Powiemy, ze otwarty podzbiér U C B jest réwno nakryty przez p, jezeli przeciwobraz p—*(U)
jest roztacznag suma zbioréw otwartych V, C E' o tej wiasnosci, ze dla kazdego o zwezenie p [,
jest homeomorfizmem pomiedzy V, a U.

Rodzine {V,,} bedziemy nazywali podziatem p~'(U) na plastry.



Jesli U jest zbiorem otwartym réwno nakrytym przez p, to czesto bedziemy wyobraza¢ sobie
zbiér p~(U) jako stos ,nalesnikéw’ szybujacych w powietrzu nad zbiorem U, z ktérych kazdy
jest tego samego ksztattu i rozmiaru, co zbiér U:

p (V)



Zauwazmy, ze jesli U jest zbiorem réwno nakrytym przez p oraz W C U jest zbiorem otwartym
zawartym w U, to réwniez IV jest réwno nakryty przez p.



Niech p: F#— B bedzie odwzorowaniem ciggtym i surjektywnym,

Jezeli kazdy punkt b € B ma otoczenie U ktére jest rowno nakryte przez p, to p nazywamy
odwzorowaniem nakrywajacym, zas F' przestrzenig nakrywajaca.



Zauwazmy, ze jesli p: E— B jest odwzorowaniem nakrywajacym, to dla kazdego b € B podprze-
strze p~ (D) przestrzeni I wyposazona jest w topologie dyskretna: istotnie, kazdy plaster 1V,
jest zbiorem otwartym w I i przecina sie ze zbiorem p~!(b) w jednym punkcie, a natem punkt
ten jest zbiorem otwartym w przestrzeni p~1(b).



Zauwazmy ponadto, ze jesli p: £ — B jest odwzorowaniem nakrywajacym, to jest tez odwzoro-
waniem otwartym.

Istotnie, zatézmy, ze A jest zbiorem otwartym w F.

Dla ustalonego x € p(A) wybierzmy otoczenie U punktu z, ktére jest réwno nakryte przez p.
Niech {V,,} bedzie podziatem p~1(U) na plastry.

Woéwczas istnieje punkt y € A taki, ze p(y) = .

Niech V3 bedzie plastrem zawierajagcym punkt v.

Zbior V3N A jest otwarty w I, a wiec otwarty w V.

Poniewaz p odwzorowuje V3 homeomorficznie na U, zatem p(V3 M A) jest otwarty w U, a wiec
otwarty w 5.

Tym samym wskazalismy otwarte otoczenie punktu = zawarte w p(A), co dowodzi, ze p(A) jest
otwarty.



Przyktad 4.1.

Niech X bedzie dowolna przestrzenia, niech 2: X — X oznacza odwzorowanie identycznosciowe.
Wéwczas i jest odwzorowaniem nakrywajacym.

Ogolniej, niech F bedzie przestrzeniag X x {1,...,n} sktadajaca sie z n kopii przestrzeni X.

Odwzorowanie p: £ — X dane wzorem p(x,i) =z dla wszystkich ¢ € {1,...,n} réwniez jest
odwzorowaniem nakrywajacym.



Twierdzenie 4.2. Odwzorowanie p: IR — S* dane wzorem
p(x) = (cos 2mx, sin 27x)

Jjest odwzorowaniem nakrywajacym.



5 Grupa fundamentalna okregu.

Niech p: /' — B bedzie dowolnym odwzorowaniem.

Jezeli f: X — B jest funkcja ciagfa, to podniesieniem funkcji / bedziemy nazywac odwzoro-
wanie f: X — F takie, ze po f = f:

~~|
]




Przyktad 5.1. Rozwazmy odwzorowanie nakrywajace p: IR — S*! z Twierdzenia 4.2.

Sciezka f:1— S! zaczynajaca sie w punkcie by = (1,0) dana wzorem
f(s)=(cosms,sinms)

podnosi sie do éciezki f(s) :% taczacej punkty O i %

Sciezka g: I — S zaczynajaca sie w by dana wzorem

g(s) = (cos s, —sinms)

podnosi sie do sciezki g(s) = —% taczacej punkty O i —%.

Sciezka h: I — S' zaczynajaca sie w by dana wzorem

h(s) = (cos4ms,sin 47s)

podnosi sie do sciezki h(s) =2s taczacej punkty 0 i 2.



Lemat 5.2. Niech p: E — B bedzie odwzorowaniem nakrywajacym, niech p(eg) =bg. Dowolna

sciezka [: 1 — B zaczynajaca sie w by podnosi sie do doktadnie jednej sciezli f w E zaczynajacej
sie w €.



Lemat 5.3. Niech p: E — B bedzie odwzorowaniem nakrywajacym, niech p(eg) = by i niech
F: I x I — B bedzie funkcja ciggta taka,ze I'(0,0) = by. Wowczas istnieje doktadnie jedno
podniesienie funkcji I do ciaggtego odwzorowania F': I x I — E takiego, ze I'(0,0) = eq. Jezeli
F jest homotopia Sciezek, to jest nig tez F.



Twierdzenie 5.4. Niech p: E — B bedzie odwzorowaniem nakrywajacym i niech p(eq) = bo.
Niech ponadto [ i g beda dwiema sciezkami w B od by do by, zas f i G niech beda ich
podniesieniami w F rozpoczynajacymi sie w eq. Jesli istnieje homotopoia sciezek pomiedzy f i
g, to f i g koricza sie w tym samym punkcie i istnieje homotopia Sciezek pomiedzy nimi.



Niech zatem p: E'— B bedzie odwzorowaniem nakrywajacym i niech by € B.
Wybierzmy e € E tak, aby p(eg) = bo.

Dla danego elementu [f] grupy m1(B, bo) niech f bedzie podniesieniem f do sciezki w E
zaczynajacej sie w eg.

Niech ([ f]) oznacza punkt kofcowy f(1) sciezki f.

W swietle powyzszego Twierdzenia ¢ jest dobrze okreslona funkcja
@: (B, bo) — p~1(b).

Bedziemy nazywa¢ ¢ odpowiednio$cia podniesiein indukowana przez odwzoroewanie nakrywa-

Jgce D.

Oczywiscie ¢ zalezy od wyboru punktu e.



Twierdzenie 5.5. Niech p: E — B bedzie odwzorowaniem nakrywajacym i niech p(eq) = bo.
Jesli E jest tukowo spdjna, to wtedy odpowiednosé podniesien

p:m1(B,by) — p~(bo).

Jest surjektywna. Jesli E/ jest jednospdjna, to o jest bijekcja.



Twierdzenie 5.6. Grupa fundamentalna S' jest izomorficzna z grupa 7.



