2 Grupa fundamentalna.

Jezeli wybierzemy w X , punkt bazowy” x( i ograniczymi sie do klas Sciezek, ktére zaczynaja sie
i koncza sie w tym punkcie — bedziemy je nazywac¢ petlami — otrzymamy grupe, ktérg bedziemy
nazywaé grupa fundamentalng przestrzeni X wzgledem punktu z( (albo pierwszg grupa
homotopii przestrzeni X) i oznaczaé¢ 71 (X, xg).



Przyktad 2.1. 71(IR™, x¢) jest grupa trywialna.

Ogodlniej, jezeli X jest dowolnym podzbiorem wypuktym przestrzeni R"”, to 71 (X, xg) jest grupa
trywialna.

W szczegélnosci kula jednostkowa
B={x|zi+ - +22<1}

ma trywialng grupe fundamentalng.



W jakim stopniu 71 (X, zg) zalezy od wyboru punktu z?
Niech « bedzie sciezka w X od ¢ do x;.

Zdefiniujmy odwzorowanie &: 71 (X, xg) — 71 (X, x1) wzorem

A([f]) =l [f]*[o].



Twierdzenie 2.2. Funkcja & jest izomorfizmem.



Whiosek 2.3. Jezeli X jest przestrzenig tukowo spdjng i xy oraz x1 sa dowolnymi dwoma
punkami w X, to m1( X, zo) Zmi (X, 7).



Niech X bedzie dowolng przestrzenia topologiczna.

Jezeli C' oznacza sktadowa tukowo spéjna przestrzeni X zawierajaca punkt xg, to 71 (C', ¢g) =
w1 (X, xp), poniewaz wszystkie petle zaczepione w x( i wszystkie homotopie w X zaczepione w
xo musza leze¢ w przestrzeni C.

Tym samym 71( X, x() zalezy wytacznie od sktadowej tukowo spéjnej X zawierajacej ¢ i nie
daje zadnej informacji o tym, co sie dzieje w pozostatej czeSci przestrzeni X.

Z tego wzgledu na ogét bedziemy zaktadaé, ze przestrzenie, ktérych grupy fundamentalne
bedziemy badaé, s3 tukowo spdjne.



Jesli X jest tukowo spdjna, to wszystkie grupy 71 (X, ) sg izomorficzne.

Nie ma naturalnego sposobu utozsamiania ze soba grup 71 (X, xg) i 71 (X, x1) dla réznych
punktéw g i x1: dwie rézne $ciezki v i 5 z x¢ do x1 indukuja dwa rézne izomorfizmy & i (3.



Przestrzen X bedziemy nazywac jednospdjng, jezeli jest tukowo spéjna i m1 (X, x¢) jest grupa
trywialng dla pewnego =g € X, a wiec dla wszystkich xg e X.



Lemat 2.4. W przestrzeni jednospdjnej X dowolne dwie sciezki o takich samych punktach
poczatkowych i kornicowych s3 homotopijne.



Niech h: X — Y bedzie funkcjg ciggta, ktéra odwzorowuje punkt xo € X na punkt ype€ Y
h: (X, x0) — (Y, yo).

Jesli f jest petla w X zaczepiona w z(, to ztozenie ho f: [ —Y jest petla w Y zaczepiong w 1.

Odpowiednios¢ f+— ho f ustala odwzorowanie 71 (X, x9) w 71 (Y, yo): dla h: (X, 20) — (Y, yo)
funkcje h.:m(X.xg) — (Y, yo) definiujemy wzorem

ha([f]) =[ho f]

i nazywamy homomorfizmem indukowanym przez h wzgledem punktu x.



Odwzorowanie h. jest dobrze okre$lone, albowiem jesli F' jest homotopig Sciezek pomiedzy
Sciezkami f oraz f’, to ho F' jest homotopia Sciezek pomiedzy Sciezkami ho f oraz ho f’.

To, ze h, jest homomorfizmem wynika wprost z réwnania:

(ho f)*(hog)=ho(f*g)



Homomorfizm h. zalezy nie tylko od funkcji A: X — Y, ale réwniez od wyboru punktu x.

Jesli xg i x1 beda réznymi punktami w X, nie mozemy uzywaé tego samego symbolu h.
dla dwéch réznych homomorfizméw, z ktérych dziedzing jednego jest 71 (X, xp), a drugiego
7T1(X,371)-

W takich razach bedziemy pisali
(o) T1(X, o) — m1(Y, yo)

dla oznaczenia pierwszego homomorfizmu oraz (h.,). dla oznaczenia drugiego.



Twierdzenie 2.5. Jesli h: (X ,x0) — (Y, yo) oraz k: (Y, yo) — (Z, 20) sa funkcjami ciagtymi, to
(koh)s=kyoh,.

Jesli i: (X, xg) — (X, xg) jest odwzorowaniem identycznosciowym, to i, jest homomorfizmem
identycznosciowym.



Whiosek 2.6. Niech h: (X ,xq) — (Y, yo) bedzie homeomorfizmem. Woéwczas h.:m1(X ,xg) —
w1 (Y, yo) jest izomorfizmem.



3 Woyzsze grupy homotopii.

Dla przestrzeni topologicznej X z wybranym , punktem bazowym” x( rozwazamy zbiér 7, (X , z¢)
klas [ f] homotopii funkcji f: ™ — X, ktére odwzorowuja brzeg ,szescianu” I™ na punkt bazowy

Zo.

Pojecie produktu (klas) sciezek uogdlniamy na wyzszy wymiar nastepujaco: dziedzing produktu
dalej powinien by¢ ,szescian” I, musimy zatem ,sklei¢” dwie funkcje f, g: [ — X wzdtuz jednej

ze Scian [™:

f*g(a:l,...,xn):

* indukuje dziatanie na klasach homotopii, ktére okreslna strukture grupy m,, (X, xg).
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