1 Homotopijnosc sciezek.

Tu i w dalszej czesci wyktadu przyjmijmy oznaczenie I = [0, 1].

Jesli fi f’ sa przeksztatceniami ciggtymi z przestrzeni X do Y to powiemy, ze s3 homotopijne,
jezeli istnieje przeksztatcenie ciggte F': X x I — Y takie, ze

F(z,0)= f(z) oraz, F(x,1)= f'(x),

dla wszystkich x € X .

Odwzorowanie F' nazywamy homotopig pomiedzy f i f’. Jezeli f jest homotopijne do f’, to
piszemy [~ f’.

Jezeli f~ f" oraz [’ jest odwzorowaniem statym, to méwimy, ze [ jest nulhomotopijne.



Jako Sciezke od punktu xy do x; rozumiemy odwzorowanie ciagte f: [ — X takie, ze f(0) =z
oraz f(1)=ux;.

Punkt 3 nazywamy poczatkiem $ciezki, zas punkt z; koncem Sciezki.



Pomiedzy $ciezkami f i f’ definiujmey relacje homotopijnosci $ciezek, oznaczang przez f ~,, f’
nastepujaco: bedziemy wymagali, aby sciezki f i f’ w przestrzeni X:

I. byty homotopijne, a wiec aby istniata miedzy nimi homotopia F: I x [ — X;
ii. miaty takie same poczatki x( i konce x1;
iii. F'(0,t)=x¢ oraz F'(1,t)=x, dlatel.

Homotopie F' bedziemy nazywali homotopig $ciezek.



Lemat 1.1. Relacje ~ i >~ s3 réwnowaznosciami. Klase abstrakcji Sciezki | wzgledem relacji
~,, bedziemy oznaczali przez [ f].



Przyktad 1.2. Niech f i g beda dowolnymi funkcjami ciagtymi z przestrzeni X do R?.
Woéwczas f i g s3 homotopijne.

Ogodlniej, jezeli A bedzie dowolng podprzestrzenia wypukta IR"™ (a wiec taka, ze dla dowolnych
punktéw a,b € A do A nalezy tez dowolny odcinek taczacy a i b), to dowolne dwie $ciezki f i
gw A od zgdo x1 beda homotopijne: obraz homotopii prostoliniowej I pomiedzy f i g bedzie
zawarty w A.



Jezeli f jest Sciezkg w X z x¢g do x1, zas g jest Sciezkg w X z x1 do x9, to produktem f x g
nazywamy Sciezke z xy do x5 okreslong wzorem

f(2x), gdy x € [0,%],
fxg(r)=1<

g(2xr —1), gdy x€ [%, 1].

\



Uwaga 1.3. Produkt Sciezek indukuje dobrze okreslone dziatanie czeSciowe na klasach abstrakgji
relacji ~:

L[l lgl=[f*g].



Twierdzenie 1.4. Zbior klas abstrakcji relacji ~,, z dziataniem * jest grupoidem.

Jezeli f jest Sciezka od xy do x1, zas dla x € X odwzorowanie e,: [ — X oznacza funkcje stata
réowng x, to |e,,| jest prawo- a e, | lewostronng identycznoscia dla [ f].

Dla danej sciezki f z xo do x1 ! oznacza sciezke odwrotna z x1 do x¢ dana wzorem

fHx)=f(1—-=x), dla x€l.



Twierdzenie 1.5. Niech f bedzie sciezkg w X i niech aq, ..., a, beda liczbami takimi, ze
O=ap<a1 < ---<a,=1. Niech f;: [ — X bedzie sciezkg rowna funkcji dodatnio liniowej
przedziatu I na |a;_1,a;] ztoZong nastepnie z f. Wowczas:

L[l =1fa]** [ fal-



