
1. Wyk≥ad 1: Grupy i izomorfizmy grup. Podgrupy, podgrupy generowane przez zbiór.

1.1. Grupy i izomorfizmy grup.

Definicja 1.1. Niech A bÍdzie niepustym zbiorem. Dzia≥aniem wewnÍtrznym (lub, krótko, dzia≥a-
niem) w zbiorze A nazywamy funkcjÍ ⇤ : A ⇥ A ! A. Niech ponadto B bÍdzie niepustym zbiorem.
Dzia≥aniem zewnÍtrznym w zbiorze A nazywamy funkcjÍ ⇤ : B ⇥ A ! A.

Uwaga 1.1. To, øe w zbiorze A okreúlono dzia≥anie wewnÍtrzne ⇤ w szczególnoúci oznacza, øe:
(1) 8x, y 2 A[⇤(x, y) istnieje],
(2) 8x, y 2 A[⇤(x, y) 2 A].

Zamiast ⇤(x, y) bÍdziemy na ogó≥ pisaÊ x ⇤ y. Podobnie, jeúli B 6= ;, to to, øe w zbiorze A okreúlono
dzia≥anie zewnÍtrzne ⇧ w szczególnoúci oznacza, øe:
(1) 8a 2 B8x 2 A[⇧(a, x) istnieje],
(2) 8a 2 B8x 2 A[⇧(a, x) 2 A].

Zamiast ⇧(a, x) bÍdziemy na ogó≥ pisaÊ a ⇧x. Na tym wyk≥adzie bÍdziemy zajmowaÊ siÍ prawie wy≥πcznie
dzia≥aniami wewnÍtrznymi.

Przyk≥ady:
(1) Dodawanie liczb naturalnych jest dzia≥aniem w zbiorze N. Zauwaømy, øe dodawanie moøemy
formalnie zdefiniowaÊ rekurencyjnie jako funkcjÍ d : N⇥ N ! N warunkiem:

d(x, y) =

(
d(x, 0) = x

d(x, S(y)) = S(d(x, y)),

gdzie S : N ! N oznacza funkcjÍ nastÍpnika liczb naturalnych. Symbol “+” dla oznaczenia
dodawania wprowadzi≥ w 1489 roku Johannes Widmann.

(2) Mnoøenie liczb naturalnych jest dzia≥aniem w zbiorze N. Podobnie jak dodawanie, mnoøenie
moøemy zdefiniowaÊ rekurencyjnie jako funkcjÍ m : N⇥ N ! N danπ warunkiem:

m(x, y) =

(
m(x, 0) = 0,

m(x, S(y)) = m(x, y) + x,

gdzie, jak poprzednio, S : N ! N oznacza funkcjÍ nastÍpnika liczb naturalnych. Znak “⇥” dla
oznaczenia mnoøenia wprowadzi≥ w 1631 roku William Oughtred, zaú symbol “·” zaproponowa≥
Gottfried Wilhelm von Leibniz w roku 1698.

(3) Odejmowanie i dzielenie nie sπ dzia≥aniami w zbiorze N: 3 � 5 /2 N oraz 1 ÷ 2 /2 N. Z drugiej
strony, odejmowanie jest dzia≥aniem w Z, a dzielenie jest dzia≥aniem w Q \ {0}.

(4) Mnoøenie wektorów na p≥aszczyünie przez skalary rzeczywiste jest przyk≥adem dzia≥ania ze-

wnÍtrznego.

Definicja 1.2. Niech A bÍdzie niepustym zbiorem, a ⇤ i � dzia≥aniami w A.
(1) Mówimy, øe ⇤ jest ≥πczne, jeøeli

8x, y, z 2 A[x ⇤ (y ⇤ z) = (x ⇤ y) ⇤ z].

(2) Mówimy, øe ⇤ jest przemienne, jeøeli

8x, y 2 A[x ⇤ y = y ⇤ x].
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(3) Mówimy, øe ⇤ ma element neutralny e, jeøeli

8x 2 A[x ⇤ e = e ⇤ x = x].

(4) Mówimy, øe y jest elementem odwrotnym do x, jeøeli

x ⇤ y = y ⇤ x = e.

(5) Mówimy, øe � jest rozdzielne wzglÍdem ⇤, jeøeli
8x, y, z 2 A[x � (y ⇤ z) = x � y ⇤ x � z].

Przyk≥ady:
(5) Dodawanie i mnoøenie liczb naturalnych sπ ≥πczne i przemienne. 0 jest elementem neutralnym

dodawania, a 1 jest elementem neutralnym mnoøenia. Ponadto mnoøenie jest rozdzielne wzglÍdem

dodawania. 1 nie ma elementu odwrotnego wzglÍdem dodawania, a 2 nie ma elementu odwrotnego

wzglÍdem mnoøenia.

(6) Rozwaømy dodawanie i mnoøenie liczb ca≥kowitych. Kaøda liczba ca≥kowita ma element odwrotny

wzglÍdem dodawania, ale 2 nie ma elementu odwrotnego wzglÍdem mnoøenia.

(7) Rozwaømy dodawanie i mnoøenie liczb wymiernych. Kaøda liczba wymierna ma element od-

wrotny wzglÍdem dodawania i kaøda niezerowa liczba wymierna ma element odwrotny wzglÍdem

mnoøenia.

(8) Rozwaømy dowolny niepusty zbiór X i rodzinÍ A wszystkich funkcji f : X ! X oraz dzia≥anie
sk≥adania funkcji. Jest to dzia≥anie ≥πczne, ale nie jest przemienne. Funkcja identycznoúciowa

X 3 x 7! x 2 X jest elementem neutralnym tego dzia≥ania, a jedyne funkcje, które majπ
elementy odwrotne, to funkcje róønowartoúciowe.

Definicja 1.3. (1) Algebrπ nazywamy ciπg (A, ⇤1, . . . , ⇤n, B1, . . . , Bm, ·1, . . . , ·m), gdzie A jest nie-
pustym zbiorem,⇤1, . . . , ⇤n dzia≥aniami wewnÍtrznymi w zbiorze A, a ·1, . . . , ·m dzia≥aniami ze-
wnÍtrznymi w zbiorze A (wraz z odpowiadajπcymi im zbiorami B1, . . . , Bm).

(2) Grupπ nazywamy algebrÍ (G, ⇤), gdzie ⇤ jest ≥πczne, ma element neutralny i kaødy element w
zbiorze G ma element odwrotny. Jeøeli ponadto ⇤ jest przemienne, to grupÍ (G, ⇤) nazywamy
przemiennπ (lub abelowπ).

Przyk≥ady:
(9) Przyk≥adami algebr znanymi z wyk≥adu z algebry liniowej sπ cia≥a, czyli algebry (F,+, ·), gdzie

+ i · sπ dzia≥aniami ≥πcznymi, przemiennymi, majπcymi elementy neutralne, odpowiednio, 0 i 1
oraz takie, øe kaødy element zbiorów, odpowiednio, F i F ⇤

ma element odwrotny.

Przyk≥adami algebr, w których wystÍpujπ dzia≥ania zewnÍtrzne, sπ przestrzenie liniowe, czyli

algebry (V,+, F, ·), gdzie + jest dzia≥aniem wewnÍtrznym zbioru F , które jest ≥πczne, przemien-
ne, ma element neutralny i wzglÍdem którergo kaødy element zbioru V ma element odwrotny,
natomiast · : F ⇥ V ! V jest pewnym dzia≥aniem zewnÍtrznym, przy czym F jest cia≥em.

(10) Grupy liczbowe. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sπ przyk≥adami grup przemiennych. (N,+) nie
jest grupπ. Podobnie (Q⇤, ·), (R⇤, ·), (C⇤, ·), gdzie A⇤ = A \ {0}, sπ grupami przemiennymi. (N⇤, ·)
i (Z⇤, ·) nie sπ grupami.

(11) Grupy pochodzπce od cia≥a. Uogólniajπc poprzedni przyk≥ad, dla dowolnego cia≥a (F,+, ·)
algebry (F,+) oraz (F ⇤, ·) sπ grupami przemiennymi.

(12) Grupy reszt. Niech n 2 N i oznaczmy przez Zn = {0, 1, . . . , n � 1}. W zbiorze Zn definiujemy

dodawanie modulo n:

x�n y = reszta z dzielenia x+ y przez n
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oraz mnoøenie modulo n:

x⌦n y = reszta z dzielenia x · y przez n.

Niech ponadto

U(Zn) = {k 2 Zn : NWD(k, n) = 1}.
(Zn,�n) i (U(Zn),⌦n) sπ przyk≥adami grup przemiennych. (Z⇤

n
,⌦n) na ogó≥ nie jest grupπ, chyba

øe n jest liczbπ pierwszπ – wówczas Z⇤
n
= U(Zn).

(13) Grupy macierzy. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech M(n, F ) oznacza zbiór macierzy
kwadratowych stopnia n o wspó≥czynnikach z cia≥a F . (M(n, F ),+) jest grupπ przemiennπ, przy
czym + oznacza tu dodawanie macierzy.
Niech

GL(n, F ) = {A 2 M(n, F ) : detA 6= 0}.
(GL(n, F ), ·) jest grupπ, która na ogó≥ nie jest przemienna, przy czym · oznacza tu mnoøenie
macierzy. GrupÍ tÍ nazywamy grupπ liniowπ stopnia n nad cia≥em F .
Niech

SL(n, F ) = {A 2 M(n, F ) : detA = 1}.
(SL(n, F ), ·) jest grupπ, która na ogó≥ nie jest przemienna. GrupÍ tÍ nazywamy specjalnπ grupπ
liniowπ stopnia n nad cia≥em F .

(14) Grupy zwiπzane z przestrzeniπ liniowπ. Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ. (V,+) jest
grupπ przemiennπ, przy czym + oznacza tu dodawanie wektorów.
Oznaczmy przez Aut(V ) zbiór automorfizmów liniowych przestrzeni V . (Aut(V ), �) jest gru-
pπ, która na ogó≥ nie jest przemienna, przy czym � jest tu dzia≥aniem sk≥adania przekszta≥ceÒ
liniowych.

Za≥óømy, øe w przestrzeni V zdefiniowaliúmy funkcjona≥ dwuliniowy ⇠ okreúlajπcy na V struk-
turÍ przestrzeni euklidesowej. Oznaczmy przez O(V ) zbiór automorfizmów ortogonalnych prze-
strzeni V . (O(V ), �) jest grupπ, która na ogó≥ nie jest przemienna. GrupÍ tÍ nazywamy grupπ
ortogonalnπ przestrzeni (V, ⇠).

(15) Grupy funkcji. Niech (G, ⇤) bÍdzie grupπ, niech X 6= ;. W rodzinie funkcji

GX = {f : X ! G : f jest funkcjπ}

definiujemy dzia≥anie

(f ⇧ g)(x) = f(x) ⇤ g(x).
(GX , ⇧) jest grupπ, która jest przemienna, gdy G jest przemienna.

(16) Grupy zadane tabelkami Cayleya. Dzia≥ania w grupach czÍsto wygodnie jest zapisywaÊ w
tabelkach Cayleya. Na przyk≥ad tabelka dzia≥aÒ w grupie (Z⇤

5,⌦5) wyglπda nastÍpujπco:

⌦5 1 2 3 4

1 1 2 3 4
2 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 4 3 2 1

Przyk≥adem grupy zadanej przez tabelkÍ Cayleya, która nie ma odpowiednika wúród grup liczbo-

wych, jest grupa czwórkowa Kleina (K4, ·), gdzieK4 = {a, b, c, d} oraz dzia≥anie · zdefiniowane
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jest nastÍpujπco:

· a b c d

a a b c d
b b a d c
c c d a b
d d c b a

(17) Grupy przekszta≥ceÒ. Niech X 6= ;, niech

S(X) = {f : X ! X : f jest bijekcjπ}.

(S(X), �) jest grupπ, która na ogó≥ nie jest przemienna, przy czym � oznacza tu dzia≥anie sk≥a-
dania funkcji. Jeúli X = {1, 2, . . . , n}, to grupÍ S(X) oznaczamy przez S(n) i nazywamy grupπ
symetrycznπ stopnia n albo grupπ permutacji stopnia n. Dla grup symetrycznych przyj-
mujemy nastÍpujπcπ notacjÍ: jeúli � 2 S(n) i �(1) = i1, . . . , �(n) = in, to piszemy

� =

✓
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

◆
.

Na przyk≥ad dla n = 3 elementy grupy S(3) to nastÍpujπce funkcje:

id3 :

✓
1 2 3
1 2 3

◆
o1 :

✓
1 2 3
2 3 1

◆
o2 :

✓
1 2 3
3 1 2

◆

s1 :

✓
1 2 3
1 3 2

◆
s2 :

✓
1 2 3
3 2 1

◆
s3 :

✓
1 2 3
2 1 3

◆
.

Tym samym tabelka dzia≥aÒ w grupie S(3) wyglπda nastÍpujπco:

� id3 o1 o2 s1 s2 s3
id3 id3 o1 o2 s1 s2 s3
o1 o1 o2 id3 s2 s3 s1
o2 o2 id3 o1 s3 s1 s2
s1 s1 s3 s2 id3 o2 o1
s2 s2 s1 s3 o1 id3 o2
s3 s3 s2 s1 o2 o1 id3

. Widzimy, øe jest to przyk≥ad grupy nieprzemiennej: s1 � o1 = s2, ale o1 � s1 = s3.
(18) Grupy izometrii w≥asnych n-kπta foremnego. Dla n � 3, n 2 N, oznaczmy przez D(n) zbiór
izometrii w≥asnych n-kπta foremnego. (D(n), �) jest grupπ. Na przyk≥ad grupa D(3) sk≥ada siÍ z
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nastÍpujπcych izometrii trójkπta równobocznego:

ID3 :

identycznoúÊ

O1 :

obrót o 120�

O2 :

obrót o 240�

S1 :

symetria wzglÍdem

symetralnej przechodzπcej

przez wierzcho≥ek 1

S2 :

symetria wzglÍdem

symetralnej przechodzπcej

przez wierzcho≥ek 2

S3 :

symetria wzglÍdem

symetralnej przechodzπcej

przez wierzcho≥ek 3

Tabelka dzia≥aÒ w grupie D(3) wyglπda zatem nastÍpujπco:

� ID3 O1 O2 S1 S2 S3

ID3 ID3 O1 O2 S1 S2 S3

O1 O1 O2 ID3 S2 S3 S1

O2 O2 ID3 O1 S3 S1 S2

S1 S1 S3 S2 ID3 O2 O1

S2 S2 S1 S3 O1 ID3 O2

S3 S3 S2 S1 O2 O1 ID3
.

(19) SkoÒczony produkt grup. Niech (G1, ⇤1), . . . , (Gn, ⇤n) bÍdπ grupami. W produkcie kartezjaÒ-
skim G = G1 ⇥ . . .⇥Gn definiujemy dzia≥anie “po wspó≥rzÍdnych”:

(a1, . . . , an) ⇤ (b1, . . . , bn) = (a1 ⇤1 b1, . . . , an ⇤n bn).
(G, ⇤) jest grupπ. Jako przyk≥ad rozwaømy grupy (Z2,�2) i (Z2,�2). Wówczas

Z2 ⇥ Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}
i tablelka dzia≥aÒ wyglπda nastÍpujπco:

⇤ (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)

(0, 0) (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)
(0, 1) (0, 1) (0, 0) (1, 1) (1, 0)
(1, 0) (1, 0) (1, 1) (0, 0) (0, 1)
(1, 1) (1, 1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

Definicja 1.4. Niech (G1, ⇤1) i (G2, ⇤2) bÍdπ grupami. FunkcjÍ f : G1 ! G2 nazywamy izomorfizmem
grup, jeøeli jest bijekcjπ i spe≥niony jest warunek

8x, y 2 G1[f(x ⇤1 y) = f(x) ⇤2 f(y)].
Jeøeli istnieje izomorfizm f : G1 ! G2, to grupy G1 i G2 nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy
przez G1

⇠= G2.
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Przyk≥ady:
(20) Grupy S(3) i D(3) sπ izomorficzne. Istotnie, rozwaømy funkcjÍ f : S(3) ! D(3), którπ, dla
wygody oznaczeÒ, zdefiniujemy tabelkπ jako:

� id3 o1 o2 s1 s2 s3
f(�) ID3 O1 O2 S1 S2 S3

Oczywiúcie jest to bijekcja. Porównujπc tabelki dzia≥an w S(3) i D(3) widzimy, øe jest to teø
izomorfizm grup.

(21) Grupy K4 i Z2 ⇥ Z2 sπ izomorficzne. Istotnie, izomorfizm ustala funkcja f : K4 ! Z2 ⇥ Z2 dana

tabelkπ

x a b c d

f(x) (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)

W dowolnej grupie (G, ⇤) wprowadzamy oznaczenie
nY

i=1

xi = x1 ⇤ . . . ⇤ xn.

W szczególnoúci
Q

n

i=1 x = xn
. Tradycyjnie uøywamy w teorii grup dwóch równoleg≥ych terminologii,

addytywnej i multyplikatywnej, wed≥ug nastÍpujπcego schematu:

Definicja Notacja addytywna Notacja multyplikatywna

dzia≥anie

+
dodawanie

suma

·
mnoøenie

iloczyn

element neutralny
0
zero

1
jedynka

potÍga
nx

wielokrotnoúÊ

xn

potÍga

element odwrotny
�x

element przeciwny

x�1

element odwrotny

Twierdzenie 1.1. Niech (G, ⇤) bÍdzie grupπ. Wówczas:
(1) element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie;
(2)

Q
m

i=1 xi ⇤
Q

m+n

j=m+1 xj =
Q

m+n

k=1 xk, dla x1, . . . , xm+n 2 G;
(3) xm+n = xmxn, dla x 2 G;
(4) (xm)n = xmn, dla x 2 G;
(5) element odwrotny jest wyznaczony jednoznacznie;
(6) (xn1

1 ⇤ . . . ⇤ xnk

k
)�1 = x�nk

k
⇤ . . . ⇤ x�n1

1 , dla x1, . . . , xk 2 G;
(7) (x�1)�1 = x, dla x 2 G;
(8) (x�1 ⇤ y ⇤ x)n = x�1 ⇤ yn ⇤ x, dla x, y 2 G;
(9) jeøeli x ⇤ y = x ⇤ z, to y = z oraz jeøeli y ⇤ x = z ⇤ x, to y = z (prawo skracania).

Dowód. Udowodnimy dla przyk≥adu czÍúÊ (1): jeúli e i e0 sπ dwoma elementami neutralnymi, to wówczas

e = e ⇤ e0 = e0

. ⇤


