
Podgrupy, podgrupy generowane
przez zbiór.



Definicja
Niech pG, ¨q bÍdzie grupπ.
Podzbiór H ‰ H zbioru G nazywamy podgrupπ grupy G
(piszemy H † G), gdy pH, ¨æHˆHq jest grupπ.



Przyk≥ady:

1. Z † R z dodawaniem;
2. R˚

† C˚ z mnoøeniem;
3. SLpn, F q † SLpn, F q z mnoøeniem macierzy;
4. Zn nie jest podgrupπ grupy Z.



Twierdzenie
Niech H ‰ H Ä G i niech pG, ¨q bÍdzie grupπ.
NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
1. H † G;
2. H ma nastÍpujπce w≥asnoúci:

§ 1G P H,
§ @x, y P Hpxy P Hq,
§ @x P Hpx´1

P Hq;
3. H ma nastÍpujπcπ w≥asnoúÊ:

§ @x, y P Hpxy´1
P Hq.



Dowód.
RównowaønoúÊ p1q ô p2q jest oczywista.
Dla dowodu implikacji p2q ñ p3q ustalmy x, y P H.
Mamy, øe y´1

P H, wiÍc xy´1
P H.

Pozostaje udowodniÊ implikacjÍ p3q ñ p1q.
Poniewaø H ‰ H, wiÍc istnieje x P H.
Stπd

1G “ xx´1
P H.

Dalej:
x´1

“ 1Gx
´1

P H.

Ustalmy x, y P H.
Wówczas y´1

P H, a zatem:

xy “ xpy´1
q

´1
P H.



Przyk≥ady:

5. Zauwaømy, øe µnpCq “ tz P C˚ : zn “ 1u † C˚.
Istotnie, ustalmy z1, z2 P µnpCq, a zatem niech zn1 “ 1 i
zn2 “ 1.

Wówczas pz1z
´1
2 q

n
“ p

z1
z2

q
n

“
z
n
1
z
n
2

“
1
1 “ 1, czyli

z1z
´1
2 P µnpCq.

6. Zauwaømy, øe t0, 2, 4u † Z6 z dodawaniem.
Istotnie, 0 P t0, 2, 4u, dodawanie na kaødej parze nie
wychodzi poza zbiór t0, 2, 4u oraz 0 jest elementem
symetrycznym dla 0, 2 dla 4 i 4 dla 2.



7. Zauwaømy, øe 2Z “ t2k : k P Zu † Z z dodawaniem.
Istotnie, ustalmy x, y P 2Z, a zatem niech x “ 2k i y “ 2l.
Wówczas x ´ y “ 2k ´ 2l “ 2pk ´ lq, czyli x ´ y P 2Z.

8. Zauwaømy, øe jeúli G jest dowolnπ grupπ, to

t1Gu † G oraz G † G.

Podgrupy te nazywamy podgrupami niew≥aúciwymi,
wszystkie pozosta≥e – podgrupami w≥aúciwymi.



Twierdzenie
Niech R “ tHi : i P Iu bÍdzie rodzinπ podgrup grupy G;
1.

ì
iPI Hi jest podgrupπ grupy G,

2.
î

iPI Hi jest podgrupπ grupy G, o ile R jest ≥aÒcuchem.



Dowód.

1. Oznaczmy F “
ì

iPI Hi. Ustalmy x, y P F .
Wtedy

@i P Ipx, y P Hiq,

a zatem
@i P Ipxy´1

P Hiq,

czyli xy´1
P F .

2. Oznaczmy F “
î

iPI Hi.
Ustalmy x, y P F .
Wtedy

Di0 P Ipx, y P Hi0q,

a zatem
Di0 P Ipxy´1

P Hi0q,

czyli xy´1
P F .



Definicja
Niech pG, ¨q bÍdzie grupπ oraz A Ä G pewnym zbiorem.
Najmniejszπ w sensie inkluzji podgrupÍ grupy G zawierajπcπ
zbiór A (tj. przekrój wszystkich podgrup grupy G zawierajπcych
A) nazywamy podgrupπ generowanπ przez A i oznaczamy
xAy.



Uwaga
Podgrupa grupy G generowana przez zbiór A ma nastÍpujπce
w≥asnoúci:
1. xAy † G,
2. A Ä xAy,
3. jeúli H † G oraz A Ä H, to wtedy xAy † H.



Definicja
Kaødy zbiór A o tej w≥asnoúci, øe xAy “ G nazywamy zbiorem
generatorów grupy G.
Jeúli A “ ta1, . . . , anu to oznaczamy

xa1, . . . , any “ xAy.

Mówimy, øe grupa jest skoÒczenie generowana, gdy istniejπ
elementy g1, . . . , gn P G takie, øe

G “ xg1, . . . , gny.



Uwaga
W szczególnoúci grupa skoÒczenie generowana nie musi byÊ
skoÒczona, na przyk≥ad Z “ x1y.



Twierdzenie (o postaci elementów podgrupy generowanej
przez zbiór)
Niech pG, ¨q bÍdzie grupπ, niech A Ä G.
Wówczas

xAy “ tak11 ak22 . . . aknn : n P N, ki P Z, ai P Au.



Dowód:

Oznaczmy

A1 “ tak11 ak22 . . . aknn : n P N, ki P Z, ai P Au.

Pokaøemy, øe A1 † G.



Zauwaømy, øe 1G P A1:
Istotnie, weümy a1 P A.
Wtedy z definicji potÍgi a01 “ 1G P A1.
Zauwaømy dalej, øe dla x, y P A1 zachodzi xy P A1:
Istotnie, ustalmy x “ ak11 ak22 . . . aknn , y “ bl11 b

l2
2 . . . blmm , n,m P N,

ki, li P Z, ai, bi P A.
Mamy:

xy “ ak11 ak22 . . . aknn bl11 b
l2
2 . . . blmm P A1.

Na koniec zauwaømy, øe dla x P A1 zachodzi x´1
P A1:

Istotnie, ustalmy x “ ak11 ak22 . . . aknn , n P N, ki P Z, ai P A.
Mamy:

x´1
“ pak11 ak22 . . . aknn q

´1
“ a´kn

n a´kn´1
n´1 . . . a´k1

1 P A1.



Pozostaje pokazaÊ, øe A1 “ xAy.
Inkluzja pÅq jest oczywista, pozostaje wykazaÊ inkluzjÍ pÄq.
Dowód prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem n.
Dla n “ 1 ustalmy a1 P A.
Z definicji podgrupy, ak11 naleøy do wszystkich podgrup
zawierajπcych a1, a wiÍc i zbiór A, zatem z definicji ak11 P xAy.



Za≥óømy, øe twierdzenie zachodzi dla pewnej ustalonej liczby
n ° 1, a wiÍc øe dla a1, a2, . . . , an P A, k1, . . . , kn P Z zachodzi

ak11 . . . aknn P xAy.

Wówczas dla dla a1, a2, . . . , an, an`1 P A, k1, . . . , kn, kn`1 P Z
zachodzi

ak11 . . . aknnloooomoooon
PxAy

akn`1
n`1loomoon

PxAy

P xAy.



Wniosek

1. Niech G bÍdzie grupπ oraz niech a P G.
Wówczas

xay “ tak : k P Zu.

2. Niech pG, ¨q bÍdzie grupπ abelowπ oraz niech
ta1, . . . , anu Ä G.
Wówczas

xa1, . . . , any “ tak11 . . . aknn : ki P Zu.



Przyk≥ady:

9. x1y “ Z;
10. x1y “ Zn, n P N;
11. x2, 3y “ t2k ` 3l : k, l P Zu † Z;
12. x4, 5y “ t4n5m : n,m P Zu † R˚;



13. W grupie Dp3q “ tID3, O1, O2, S1, S2, S3u mamy:

xID3y “ tID3u,

xO1y “ tID3, O1, O2u,

xO2y “ tID3, O1, O2u,

xS1y “ tID3, S1u,

xS2y “ tID3, S2u,

xS3y “ tID3, S3u,

xO1, S1y “ Dp3q;



14. Q˚
“ xt˘pk11 . . . pknn : n P N, ki P Z, pi P Puy, gdzie P oznacza

zbiór liczb pierwszych;



15. W grupie GLpn, F q rozwaømy macierze postaci
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zwane, odpowiednio, transwekcjami oraz dylatacjami.



Wówczas

GLpn, F q “ xtTijpaq, Oipbq : a, b P F, i, j P t1, . . . , nuuy.


