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12. WYKLAD 12: FUNKTORY REPREZENTOWALNE

Definicja 12.1. Niech C bedzie kategorig, niech T : C — Set bedzie funktorem kowariantnym. T nazy-
wamy funktorem reprezentowalnym jezeli dla pewnego obiektu A w C istnieje naturalna réwnowaznosé
a pomiedzy funktorem kowariantnym ha = home(A,-) a funktorem T. Para (A, «) jest nazywana repre-
zenacja T, zas o T mowimy, Ze jest reprezentowany przez obiekt A.

Niech C bedzie kategorig, niech T : C — Set bedzie funktorem kontrawariantnym. T nazywamy funk-
torem reprezentowalnym jezeli dla pewnego obiektu B w C istnieje naturalna rownowainosé  pomiedzy
funktorem kontrawariantnym h® = home(-, B) a funktorem T. Para (B, «) jest nazywana reprezentacja
T, zas o T mowimy, Ze jest reprezentowany przez obiekt B.

Przyklady:
(1) Rozwazmy kategorie Grp i kowariantny funktor zapominania F' : Grp — Set. Para (Z,1) jest
reprezentacjg F: dla dowolnych grup G, H i homomorfizmu G EN | nastepujacy diagram jest

przemienny
Hom(Z,G) / Hom(Z,H)
1¢ 1y
G H

f
gdzie f(¢) = fo¢, dlaZ % @G, oraz 1 Hom(Z,G) — G dane wzorem

1a(¢) = ¢(1), dla Z S G,

jest naturalng réwnowazno$cia.
(2) Rozwazmy kategorie Rng i kowariantny funktor zapominania F' : Rng — Set. Para (Z|z], x)

jest reprezentacja F': dla dowolnych pierécieni P, R i homomorfizmu P ENyS nastepujacy diagram
jest przemienny:

Hom(Z|x], P) Hom(Z|x], R)

Xp XR

P R
!

gdzie f(¢) = f o ¢, dla Z[z] % P, orazxp : Hom(Z|x], P) — P dane wzorem

xp(9) = ¢(x), dla Z[z] > P,

jest naturalng réwnowaznoscia.
(3) Rozwazmy kategorie R—Vect i kowariantny funktor zapominania F' : R—Vect — Set. Para (R, 1)
jest reprezentacja F': dla dowolnych przestrzeni wektorowych V,W i odwzorowania liniowego
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(4)

(5)

v>Lw nastepujacy diagram jest przemienny

Hom(R,V) Hom(R, W)
1y 1w
Vv |44

f
gdzie f(¢) = fo ¢, dlaR 2 V,oraz 1y : Hom(R,V) — V dane wzorem
1v(6) = 6(1), dla R 5V,

jest naturalng réwnowaznoscia.
Rozwazmy kategorie Top i kowariantny funktor zapominania F' : Top — Set. Para ({z},1) jest

reprezentacja F': dla dowolnych przestrzeni topologicznych X, Y i odwzorowania ciggtego X Ly
nastepujacy diagram jest przemienny

Hom({z}, X) Hom({z},Y)
X Y

f
gdzie f(¢) = f o ¢, dla {x} 2, X, oraz iy : Hom({z}, X) — X dane wzorem
ix(¢) = ¢(x), dla {z} % X,

jest naturalng rownowaznoscia.
Rozwazmy kategorie Set i kontrawariantny funktor F': Set — Set dany przez

FA)=2"={X| X c A}

oraz

F(A)Y)=f'(Y),Y < B,

dla A L B. Para ({0,1}, \) jest reprezentacja F: dla dowolnych zbioréw A, B i funkcji A 4B
nastepujacy diagram jest przemienny

Hom(A,{0,1}) < —— Hom(B,{0,1})
)\A )\B
24 2B
F(f)

gdzie f(¢) = ¢o f, dla B 2, {0,1}, oraz A4 : Hom(A, {0,1}) — 24 dane wzorem
Aa(9) =071 (1), dla A5 0,1},
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jest naturalng réwnowazno$cia.

Definicja 12.2. Niech C bedzie kategorig, niechT' : C — Set bedzie funktorem kowariantnym. Zdefiniug-
my kategorie Cr nastepujgco:

Obiekty: pary (C,s), gdzie C € Ob(C), se€ T(C);

Morfizmy: (C, s) g, (D,t) jest morfizmem C L, D takim, ze

T(f)(s) =teT(D).

Obiekt poczgtkowy w kategorii Cr nazywamy elementem poczatkowym funktora T

Nech C bedzie kategorig, niech T : C — Set bedzie funktorem kontrawariantnym. Zdefiniujmy kategorie
CT nastepujgco:

Obiekty: pary (C,s), gdzie C € Ob(C), s € T(C);
Morfizmy: (C,s) g, (D,t) jest morfizmem C I, D takim, ze
T(f)(t) = s € T(C).
Obiekt koncowy w kategorii CT nazywamy elementem koncowym funktora T
Przyktady:

(6) Rozwazmy kategrie Grp oraz kowariantny funktor zapominania F' : Grp — Set. Wowezas ({1}, 1)
jest elementem poczatkowym funktora F'.
(7) Rozwazmy kategorie Set i funktor kontrawariantny F' : Set — Set dany przez

F(A)=2"={X| X c A}
oraz
F(AY)=f'(Y),Y € B,
dla A L B. Wowczas ({z}, x) jest elementem koncowym funktora F.

Lemat 12.1. Niech C bedzie kategorig, niech T : C — Set bedzie funktorem kowariantnym, niech A €
0b(C).

(1) Jesli o : ha — T jest transformacjg naturalng pomiedzy hy oraz T i u = as(14) € T(A), to, dla
dowolnego obiektu C € Ob(C) oraz g € home (A, C)
ac(g) = T(g)(u).
(2) Jesliue T(A) i dla kazdego obiektu C' € Ob(C) odwzorowanie B¢ : home(A,C) — T(C) zdefinio-
wane jest wzorem g — T(g)(u), to 5: ha — T jest naturalng transformacjq takq, Ze fa(la) = u.

Dowad. (1) Niech C bedzie obiektem C i niech g € Hom(A, C'). Wobec naszych zalozen, nastepujacy
diagram jest przemienny:

Hom(A, A) ? Hom(A,C)

ap ac

T(g)
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gdzie g(¢) = go ¢, dla A 2, A. Wobec tego

ac(g) = aclgola) =aclha(g)(1a)]
= [acha(g9)]l(1a) = (T(g9)aa)(1a) = T(g)[aa(la)]
= T(g)(u)

(2) Chcemy pokazaé, ze dla dowolnego morfizmu B LNYe) nastepujacy diagram jest przemienny:

k

Hom(A, B) Hom(A,C)
BB Bc
T(B) (&)

T (k)

gdzie k(¢) = ko ¢, dla A 2 B. Istotnie, dla dowolnego A ENY:)

[Beha(R)I(f) = Belko f)=T(ko f)(u) = [T(k)T(f)](u)
= T®I[T(f)(w)] =TFE)[Bs(f)]
= [T (k)BB](f)-
Ostatecznie
Ba(la) = T(1a)(u) = 1ra)(u) = .
O

Twierdzenie 12.1. Niech C bedzie kategorig, niech T : C — Set bedzie funktorem kowariantnym. Wow-
czas istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé pomiedzy klasq X wszystkich reprezentacyi funktora
T i klasq Y wszystkich elementow poczgtkowych funktora T dana wzorem

(A, Oé) —> (A, OéA(lA)).

Dowdd. Niech (A, ) bedzie reprezentacja funktora T i niech as(14) = u € T'(A). Przypusémy, ze (B, s)
jest obiektem kategorii Cr. Wobec zaltozen, as(B) = Hom(A, B) — T(B) jest bijekcja, a zatem s =

ap(f) dla jednoznacznie wyznaczonego morfizmu A J, B. Wobec Lematu 12.1, T(f)(u) = ag(f) = s.
Tym samym f jest morfizmem w kategorii Cr z (A4,u) do (B, s). Jesli g jest innym takim morfizmem,
to g € Hom(A, B) oraz T(g)(u) = s. W rezultacie, wobec Lematu 12.1, ag(g) = T(g)(u) = s = ap(f).
Jako ze ap jest bijekcja, f = ¢g. Tym samym f jest jednoznacznie wyznaczonym morfizmem Cr z (A, u)
do (B, s) tak, wiec (A, u) jest obiektem poczatkowym w kategorii Cr. Tym samym (A, u) jest elementem
poczatkowym funktora 7.

Na odwrot, zatézmy, ze (A, u) jest elementem poczatkowym funktora 7. Niech 5 : hy — T bedzie
transformacja naturalna zdefiniowana w Lemacie 12.1.(2) taka, ze, dla dowolnego C' € Ob(C), fc :
Hom(A,C) — T(C) jest dane przez Bo(f) = T(f)(u). Jedli s € T(C'), to wowcezas (C, s) jest obiektem
kategorii Cr. Poniewaz (A, u) jest obiektem poczatkowym w Cr, istnieje f € Hom(A,C) takie, ze s =
T(f)(w) = Bc(f). Tym samym Sc jest surjekcja. Jesli Sc(f1) = Bo(f2), to wowezas T'(fi)(u) = Bo(fi) =
Be(f2) = T(f2)(u). Poniewaz (A, u) jest poczatkowy, fi = fo. Tym samym kazdy Sc jest injekja, a wiec
i bijekcja. Wobec tego [ jest naturalng réwnowaznoscia, czyli (A, ) jest reprezentacja funktora 7.
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Pozostaje sprawdzi¢, ze ¢1p = 1y oraz ¢ = 1x, gdzie ¢ : X — Y jest dane przez (A, a) — (A, aa(14))
oraz Y : Y — X przez (A, u) — (A, ), gdzie 5 jest zdefiniowane jak powyzej. Wynika to wprost z Lematu
12.1. ]

Whniosek 12.1. Niech C bedzie kategorig, niech T : C — Set bedzie funktorem kowariantnym. Jesh
(A, ) oraz (B, B) sq reprezentacjami funktora T, to wéwczas istnieje jednoznacznie wyznaczony morfizm
f A — B taki, Ze nastepujgcy diagram jest przemienny dla dowolnych C € Ob(C):

hp(C) = home(B,C)

hom(f,1¢) T(C)

T

ha(C) = home(A,C)

Dowdd. Niech u = as(14) oraz v = Bp(1p). Wobec Twierdzenia 12.1 (A, u) oraz (B,v) sa elementami
poczatkowymi funktora 7', a zatem istnieje jednoznacznie wyznaczony izomorfizm f : A — B w C taki,
ze T(f)(u) = v. Wobec Lematu 12.1, dla dowolnego obiektu C' kategorii C oraz B % C:

[achom(f,1c)](9) = ac(go f)=T(go f)(u)
[T(g)T(f))(u) =T ([T (f)(u)] = T(g)(v)

c(9)

I
jS)

a zatem pozadany diagram jest przemienny. Jesli f; : A — B jest innym morfizmem, dla ktérego
powyzszy diagram jest przemienny, to, przyjmujac C' = B oraz g = 1p, otrzymujemy:

T(f1)(u) = ap(fi) = ag(lpo fi) = aglhom(f1,15)(18)] = Bs(1s) = v,
a wiec f1 = f. O

Whniosek 12.2 (lemat Yonedy). Niech C bedzie kategorig, niech T : C — Set bedzie funktorem kowa-
riantnym, niech A € Ob(C). Wéwczas istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é pomiedzy zbiorem
T(A) i zbiorem Nat(ha,T) wszystkich transformacji naturalnych pomiedzy kowariantnym funktorem h4
a funktorem T. Bijekcja ta jest naturalna w A oraz T.

Dowdd. Zdefiniujmy funkcje W = W, : Nat(ha,T) — T(A) wzorem
a— as(la) e T(A)
oraz funkcje ® : T(A) — Nat(ha,T) wzorem
u— 3,

gdzie 3 jest transformacjg naturalng zdefiniowana przez Lemat 12.1. Bez trudu sprawdzamu, ze W& oraz
U sa odwzorowaniami identycznosciowymi, a wiec W 4 jest bijekcja.
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Ponadto diagramy

oraz

Nat(ha, T) —— . Nat(hy, T)
U4 Up
T(4) —————T(B)

Nat(ha, T) — - Nat(ha, S)
Uy Up
T(A) ” S(A)

sg przemienne, gdzie A 5B jest dowolnym morfizmem w C, o : T' — S jest transformacja na-
turalna funktoréw, oraz N*(f) i N.(«a) sa zdefiniowane nastepujaco: dla dowolnego C' € Ob(C) oraz
B e Nat(ha,T), N*(f)(B)c : hg(C) = Hom(B,C) — T(C) jest dany przez

g— Belgof),

oraz Ny(a) : Nat(ha,T) — Nat(ha,S) jest dany przez

B — ap.



