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12. Wyk≥ad 12: Funktory reprezentowalne

Definicja 12.1. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech T : C Ñ Set bÍdzie funktorem kowariantnym. T nazy-
wamy funktorem reprezentowalnym jeøeli dla pewnego obiektu A w C istnieje naturalna równowaønoúÊ
↵ pomiÍdzy funktorem kowariantnym hA “ homCpA, ¨q a funktorem T . Para pA,↵q jest nazywana repre-
zenacjπ T , zaú o T mówimy, øe jest reprezentowany przez obiekt A.
Niech C bÍdzie kategoriπ, niech T : C Ñ Set bÍdzie funktorem kontrawariantnym. T nazywamy funk-
torem reprezentowalnym jeøeli dla pewnego obiektu B w C istnieje naturalna równowaønoúÊ � pomiÍdzy
funktorem kontrawariantnym hB

“ homCp¨, Bq a funktorem T . Para pB,↵q jest nazywana reprezentacjπ
T , zaú o T mówimy, øe jest reprezentowany przez obiekt B.

Przyk≥ady:

(1) Rozwaømy kategoriÍ Grp i kowariantny funktor zapominania F : Grp Ñ Set. Para pZ,1q jest
reprezentacjπ F : dla dowolnych grup G,H i homomorfizmu G

f

›Ñ H nastÍpujπcy diagram jest
przemienny

HompZ, Gq
f̄

//

1G

✏✏

HompZ, Hq

1H

✏✏

G
f

// H

gdzie f̄p�q “ f ˝ �, dla Z �

›Ñ G, oraz 1G : HompZ, Gq Ñ G dane wzorem

1Gp�q “ �p1q, dla Z �

›Ñ G,

jest naturalnπ równowaønoúciπ.
(2) Rozwaømy kategoriÍ Rng i kowariantny funktor zapominania F : Rng Ñ Set. Para pZrxs,xq

jest reprezentacjπ F : dla dowolnych pierúcieni P,R i homomorfizmu P f

›Ñ R nastÍpujπcy diagram
jest przemienny:

HompZrxs, P q
f̄

//

xP

✏✏

HompZrxs, Rq

xR

✏✏

P
f

// R

gdzie f̄p�q “ f ˝ �, dla Zrxs
�

›Ñ P , orazxP : HompZrxs, P q Ñ P dane wzorem

xP p�q “ �pxq, dla Zrxs
�

›Ñ P,

jest naturalnπ równowaønoúciπ.
(3) Rozwaømy kategoriÍ R´Vect i kowariantny funktor zapominania F : R´Vect Ñ Set. Para pR,1q

jest reprezentacjπ F : dla dowolnych przestrzeni wektorowych V,W i odwzorowania liniowego
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V
f

›Ñ W nastÍpujπcy diagram jest przemienny

HompR, V q
f̄

//

1V

✏✏

HompR,W q

1W

✏✏

V
f

// W

gdzie f̄p�q “ f ˝ �, dla R �

›Ñ V , oraz 1V : HompR, V q Ñ V dane wzorem

1V p�q “ �p1q, dla R �

›Ñ V,

jest naturalnπ równowaønoúciπ.
(4) Rozwaømy kategoriÍ T op i kowariantny funktor zapominania F : T op Ñ Set. Para ptxu, iq jest
reprezentacjπ F : dla dowolnych przestrzeni topologicznych X, Y i odwzorowania ciπg≥ego X f

›Ñ Y
nastÍpujπcy diagram jest przemienny

Homptxu, Xq
f̄

//

iX

✏✏

Homptxu, Y q

iY

✏✏

X
f

// Y

gdzie f̄p�q “ f ˝ �, dla txu
�

›Ñ X, oraz iX : Homptxu, Xq Ñ X dane wzorem

iXp�q “ �pxq, dla txu
�

›Ñ X,

jest naturalnπ równowaønoúciπ.
(5) Rozwaømy kategoriÍ Set i kontrawariantny funktor F : Set Ñ Set dany przez

F pAq “ 2A “ tX | X Ñ Au

oraz
F pfqpY q “ f´1

pY q, Y Ñ B,

dla A f

›Ñ B. Para pt0, 1u,�q jest reprezentacjπ F : dla dowolnych zbiorów A,B i funkcji A f

›Ñ B
nastÍpujπcy diagram jest przemienny

HompA, t0, 1uq

�A

✏✏

HompB, t0, 1uq
f̄

oo

�B

✏✏

2A 2B
F pfq

oo

gdzie f̄p�q “ � ˝ f , dla B �

›Ñ t0, 1u, oraz �A : HompA, t0, 1uq Ñ 2A dane wzorem

�Ap�q “ �´1
p1q, dla A �

›Ñ t0, 1u,
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jest naturalnπ równowaønoúciπ.

Definicja 12.2. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech T : C Ñ Set bÍdzie funktorem kowariantnym. Zdefiniuj-
my kategoriÍ CT nastÍpujπco:
Obiekty: pary pC, sq, gdzie C P ObpCq, s P T pCq;
Morfizmy: pC, sq

f

›Ñ pD, tq jest morfizmem C
f

›Ñ D takim, øe

T pfqpsq “ t P T pDq.

Obiekt poczπtkowy w kategorii CT nazywamy elementem poczπtkowym funktora T .
Nech C bÍdzie kategoriπ, niech T : C Ñ Set bÍdzie funktorem kontrawariantnym. Zdefiniujmy kategoriÍ

C
T nastÍpujπco:
Obiekty: pary pC, sq, gdzie C P ObpCq, s P T pCq;
Morfizmy: pC, sq

f

›Ñ pD, tq jest morfizmem C
f

›Ñ D takim, øe

T pfqptq “ s P T pCq.

Obiekt koÒcowy w kategorii CT nazywamy elementem koÒcowym funktora T .

Przyk≥ady:

(6) Rozwaømy kategriÍ Grp oraz kowariantny funktor zapominania F : Grp Ñ Set. Wówczas pt1u, 1q

jest elementem poczπtkowym funktora F .
(7) Rozwaømy kategoriÍ Set i funktor kontrawariantny F : Set Ñ Set dany przez

F pAq “ 2A “ tX | X Ñ Au

oraz
F pfqpY q “ f´1

pY q, Y Ñ B,

dla A f

›Ñ B. Wówczas ptxu, xq jest elementem koÒcowym funktora F .

Lemat 12.1. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech T : C Ñ Set bÍdzie funktorem kowariantnym, niech A P

ObpCq.
(1) Jeúli ↵ : hA Ñ T jest transformacjπ naturalnπ pomiÍdzy hA oraz T i u “ ↵Ap1Aq P T pAq, to, dla
dowolnego obiektu C P ObpCq oraz g P homCpA,Cq

↵Cpgq “ T pgqpuq.

(2) Jeúli u P T pAq i dla kaødego obiektu C P ObpCq odwzorowanie �C : homCpA,Cq Ñ T pCq zdefinio-
wane jest wzorem g fiÑ T pgqpuq, to � : hA Ñ T jest naturalnπ transformacjπ takπ, øe �Ap1Aq “ u.

Dowód. (1) Niech C bÍdzie obiektem C i niech g P HompA,Cq. Wobec naszych za≥oøeÒ, nastÍpujπcy
diagram jest przemienny:

HompA,Aq
ḡ

//

↵A

✏✏

HompA,Cq

↵C

✏✏

T pAq
T pgq

// T pCq
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gdzie ḡp�q “ g ˝ �, dla A �

›Ñ A. Wobec tego

↵Cpgq “ ↵Cpg ˝ 1Aq “ ↵CrhApgqp1Aqs

“ r↵ChApgqsp1Aq “ pT pgq↵Aqp1Aq “ T pgqr↵Ap1Aqs

“ T pgqpuq

(2) Chcemy pokazaÊ, øe dla dowolnego morfizmu B k
›Ñ C nastÍpujπcy diagram jest przemienny:

HompA,Bq
k̄

//

�B

✏✏

HompA,Cq

�C

✏✏

T pBq
T pkq

// T pCq

gdzie k̄p�q “ k ˝ �, dla A �

›Ñ B. Istotnie, dla dowolnego A f

›Ñ B

r�ChApkqspfq “ �Cpk ˝ fq “ T pk ˝ fqpuq “ rT pkqT pfqspuq

“ T pkqrT pfqpuqs “ T pkqr�Bpfqs

“ rT pkq�Bspfq.

Ostatecznie
�Ap1Aq “ T p1Aqpuq “ 1T pAqpuq “ u.

⇤

Twierdzenie 12.1. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech T : C Ñ Set bÍdzie funktorem kowariantnym. Wów-
czas istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednioúÊ pomiÍdzy klasπ X wszystkich reprezentacji funktora
T i klasπ Y wszystkich elementów poczπtkowych funktora T dana wzorem

pA,↵q fiÑ pA,↵Ap1Aqq.

Dowód. Niech pA,↵q bÍdzie reprezentacjπ funktora T i niech ↵Ap1Aq “ u P T pAq. PrzypuúÊmy, øe pB, sq

jest obiektem kategorii CT . Wobec za≥oøeÒ, ↵ApBq “ HompA,Bq Ñ T pBq jest bijekcjπ, a zatem s “

↵Bpfq dla jednoznacznie wyznaczonego morfizmu A f

›Ñ B. Wobec Lematu 12.1, T pfqpuq “ ↵Bpfq “ s.
Tym samym f jest morfizmem w kategorii CT z pA, uq do pB, sq. Jeúli g jest innym takim morfizmem,
to g P HompA,Bq oraz T pgqpuq “ s. W rezultacie, wobec Lematu 12.1, ↵Bpgq “ T pgqpuq “ s “ ↵Bpfq.
Jako øe ↵B jest bijekcjπ, f “ g. Tym samym f jest jednoznacznie wyznaczonym morfizmem CT z pA, uq

do pB, sq tak, wiÍc pA, uq jest obiektem poczπtkowym w kategorii CT . Tym samym pA, uq jest elementem
poczπtkowym funktora T .
Na odwrót, za≥óømy, øe pA, uq jest elementem poczπtkowym funktora T . Niech � : hA Ñ T bÍdzie
transformacjπ naturalnπ zdefiniowanπ w Lemacie 12.1.(2) takπ, øe, dla dowolnego C P ObpCq, �C :
HompA,Cq Ñ T pCq jest dane przez �Cpfq “ T pfqpuq. Jeúli s P T pCq, to wówczas pC, sq jest obiektem
kategorii CT . Poniewaø pA, uq jest obiektem poczπtkowym w CT , istnieje f P HompA,Cq takie, øe s “

T pfqpuq “ �Cpfq. Tym samym �C jest surjekcjπ. Jeúli �Cpf1q “ �Cpf2q, to wówczas T pf1qpuq “ �Cpf1q “

�Cpf2q “ T pf2qpuq. Poniewaø pA, uq jest poczπtkowy, f1 “ f2. Tym samym kaødy �C jest injekjπ, a wiÍc
i bijekcjπ. Wobec tego � jest naturalnπ równowaønoúciπ, czyli pA, �q jest reprezentacjπ funktora T .



71

Pozostaje sprawdziÊ, øe � “ 1Y oraz  � “ 1X , gdzie � : X Ñ Y jest dane przez pA,↵q fiÑ pA,↵Ap1Aqq

oraz  : Y Ñ X przez pA, uq fiÑ pA, �q, gdzie � jest zdefiniowane jak powyøej. Wynika to wprost z Lematu
12.1. ⇤

Wniosek 12.1. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech T : C Ñ Set bÍdzie funktorem kowariantnym. Jeúli
pA,↵q oraz pB, �q sπ reprezentacjami funktora T , to wówczas istnieje jednoznacznie wyznaczony morfizm
f : A Ñ B taki, øe nastÍpujπcy diagram jest przemienny dla dowolnych C P ObpCq:

hBpCq “ homCpB,Cq

hompf,1Cq

✏✏

�C

((

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

T pCq

hApCq “ homCpA,Cq

↵C

66

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

Dowód. Niech u “ ↵Ap1Aq oraz v “ �Bp1Bq. Wobec Twierdzenia 12.1 pA, uq oraz pB, vq sπ elementami
poczπtkowymi funktora T , a zatem istnieje jednoznacznie wyznaczony izomorfizm f : A Ñ B w C taki,
øe T pfqpuq “ v. Wobec Lematu 12.1, dla dowolnego obiektu C kategorii C oraz B g

›Ñ C:

r↵Chompf, 1Cqspgq “ ↵Cpg ˝ fq “ T pg ˝ fqpuq

“ rT pgqT pfqspuq “ T pgqrT pfqpuqs “ T pgqpvq

“ �Cpgq

a zatem poøπdany diagram jest przemienny. Jeúli f1 : A Ñ B jest innym morfizmem, dla którego
powyøszy diagram jest przemienny, to, przyjmujπc C “ B oraz g “ 1B, otrzymujemy:

T pf1qpuq “ ↵Bpf1q “ ↵Bp1B ˝ f1q “ ↵Brhompf1, 1Bqp1Bqs “ �Bp1Bq “ v,

a wiÍc f1 “ f . ⇤

Wniosek 12.2 (lemat Yonedy). Niech C bÍdzie kategoriπ, niech T : C Ñ Set bÍdzie funktorem kowa-
riantnym, niech A P ObpCq. Wówczas istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednioúÊ pomiÍdzy zbiorem
T pAq i zbiorem NatphA, T q wszystkich transformacji naturalnych pomiÍdzy kowariantnym funktorem hA

a funktorem T . Bijekcja ta jest naturalna w A oraz T .

Dowód. Zdefiniujmy funkcjÍ  “  A : NatphA, T q Ñ T pAq wzorem

↵ fiÑ ↵Ap1Aq P T pAq

oraz funkcjÍ � : T pAq Ñ NatphA, T q wzorem

u fiÑ �,

gdzie � jest transformacjπ naturalnπ zdefiniowanπ przez Lemat 12.1. Bez trudu sprawdzamu, øe  � oraz
� sπ odwzorowaniami identycznoúciowymi, a wiÍc  A jest bijekcjπ.



72

Ponadto diagramy

NatphA, T q
N

˚pfq
//

 A

✏✏

NatphB, T q

 B

✏✏

T pAq
T pfq

// T pBq

oraz

NatphA, T q
N˚p↵q

//

 A

✏✏

NatphA, Sq

 B

✏✏

T pAq
↵A

// SpAq

sπ przemienne, gdzie A
f

›Ñ B jest dowolnym morfizmem w C, ↵ : T Ñ S jest transformacjπ na-
turalnπ funktorów, oraz N˚

pfq i N˚p↵q sπ zdefiniowane nastÍpujπco: dla dowolnego C P ObpCq oraz
� P NatphA, T q, N˚

pfqp�qC : hBpCq “ HompB,Cq Ñ T pCq jest dany przez

g fiÑ �Cpg ˝ fq,

oraz N˚p↵q : NatphA, T q Ñ NatphA, Sq jest dany przez

� fiÑ ↵�.

⇤


