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8. WYKEAD 8: MODULY PROJEKTYWNE I INJEKTYWNE.
Twierdzenie 8.1. Niech R bedzie pierscieniem, P lewym R-modutem. Nastepujgce warunki sq réwno-

wWazne:

(1) dla kazdego R-modufu N i homomorfizmu h : P — N zachodzi nastepujacy warunek: dla kazdego
lewego R-modutu M i dla kazdego epimorfizmu g : M — N istnieje homomorfizm f : P — M
taki, ze h = g o f; inaczej: diagram

P
f//l
/ h
,’9
M-—=>N—=0

w ktorym dolny wiersz jest doktadny, jest przemienny;
(2) kazdy cigg dokladny

0-MLNLS PO

r02582C2€Pia Sie;
(3) P jest skladnikiem prostym pewnego lewego R-modulu M o nastepujgcej wlasnosci:
istnieje podzbidr { f; : i € I} zbioru M taki, Ze dla kaZdego lewego R-modulu N i jego
rodziny elementéw {h; : i € I} istnieje dokladnie jeden homomorfizm h : M — N

Dowdd. (1) = (2): zatézmy, ze 0 > M LNS P jest ciagiem dokladnym. W diagramie

P
id

NP 0

wiersz jest doktadny, istnieje wiec homomorfizm f : P — N taki, ze go f = idp. Wobec Twierdzenia 5.1
ciag 0 - M LN PO rozszczepia sie.
(2) = (3): wobec Twierdzenia 6.9 istnieja lewy R-modul M o nastepujacej wlasnosci:

istnieje podzbior {f; : i € I} zbioru M taki, ze dla kazdego lewego R-modutu N i jego
rodziny elementéw {h; : i € I} istnieje dokladnie jeden homomorfizm h : M — N taki, ze

h(fi) = hi
oraz epimorfizm g : M — P. Niech K = ker g. Wowczas ciag

0>K—>MLP—0
jest doktadny, a wiec rozszczepialny. Tym samym P jest sktadnikiem prostym modutu M.
(3) = (1): niech M bedzie lewym R-modulem o nastepujacej wtasnosci:

istnieje podzbiér {f; : i € I} zbioru M taki, ze dla kazdego lewego R-modulu N i jego
rodziny elementéw {h; : i € I} istnieje dokladnie jeden homomorfizm h : M — N taki, ze

h(fz) = hy
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oraz niech M = P® Q. Niech 7 : M — P bedzie rzutowaniem. Ustalmy moduty K i L, homomorfizm
h: P — L iepimorfizm g : K — L:

P

h
K5 L——=0.
Wobec Twierdzenia 6.11 istnieje homomorfizm f; : M — L taki, ze hon = go f;. Tym samym
odwzorowanie f : P — L dane wzorem f = f;|p spelnia warunek h = go f. O

Uwaga 8.1. Powyzsze twierdzenie upraszcza sie nieznacznie, gdy R jest pierscieniem z jedynkq, a P
lewym unitarnym R-modulem. Wéwczas warunek (3) przybiera brzmienie:

(3) P jest skladnikiem prostym pewnego modutu wolnego.

Definicja 8.1. Niech R bedzie pierscieniem, P lewym R-modulem. Jezeli P spelnia jeden (a zatem
wszystkie) z rownowaznych warunkéw Twierdzenia 8.1, to P nazywamy modulem projektywnym.

Whniosek 8.1. Kazdy modut wolny nad pierscieniem z jedynkg jest projektywnym modutem unitarnym.

Twierdzenie odwrotne do Wniosku 8.1 nie jest prawdziwe:
Przyktad:
(1) Niech R; i Ry beda pierScieniami z jedynka, niech R = R; x Ry. R jest oczywiscie lewym R-
modutem. Oznaczmy 1 = (1g,,0g,) oraz 1o = (Og,, 1g,). Wtedy R = {ry) + {ry) oraz {ry) n
{roy = {0}, wobec czego (r1) jest sktadnikiem prostym R, a wiec modutem projektywnym. Dla
dowolnych aq, ..., a € R zachodzi:

o171 + ...+ reair; =0

oraz ry # 0, a wiec airy, . . ., agry sa liniowo zalezne. Tym samym (r1) nie ma bazy, wiec nie moze
by¢ wolny.
Okazuje sie jednak, ze niektére moduty projektywne sa wolne. Oméwimy teraz kilka znanych przy-
padkoéw, w ktérych ma to miejsce.

Twierdzenie 8.2 (Cartana-Eilenberga). Niech R bedzie przemiennym pierscieniem lokalnym z jedynkaq,
niech P bedzie skonczenie generowanym lewym unitarnym R-modutem projektywnym. Wowczas P jest
wolny.

Lemat 8.1. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq, P skonczenie generowanym lewym unitarnym R-
modutem projektywnym. Wowczas istnieje skonczenie gemerowany lewy unitarny R-modut projektywny
Q taki, zZe P ® Q jest modulem wolnym skonczonej rangi.

Dowdd. Niech N bedzie lewym unitarnym R-modutem takim, ze F' = P@N jest wolny. Niech {f; : i € I}
bedzie bazg F', amy, ..., my zbiorem generatorow P. Kazdy m; jest kombinacja liniowa skoniczonej liczby
fi, istnieje wige skoticzony podzbior J < I taki, ze Fy = >, ,(fj) 2 P.

Pokazemy, ze Fy = P @ (N n Fp). Istotnie, poniewaz Fy ¢ F' = P@® N, wiec P n (N n Fy) = {0}.
Ponadto Fy o P + (N n Fp). Skoro dla f; € F mamy f; = m + n, dla pewnych m € P, n € N, to
n = fo—me Fy. Zatem Fy c P+ (N n Fp).

Poniewaz Fy jest skonczenie generowanym modutem wolnym, wiec Fy/P =~ N n Fj jest skonczenie
generowany. Ktadac @@ = N n Fjy otrzymujemy teze. |
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Przechodzimy teraz do dowodu Twierdzenia 8.2.

Dowdd. Niech @ bedzie takim skonczenie generowanym lewym unitarnym R-modutem projektywnym,
ze F = P@® Q jest modutem wolnym skoficzonej rangi. Powiedzmy, ze F = " {f;). Poniewaz R
jest przemiennym pierscieniem lokalnym z jedynka, zawiera dokladnie jeden ideat maksymalny I réwny
zbiorowi wszystkich elementéw nieodwracalnych R, w konsekwencji wiec k = R/I jest ciatlem. Wybierzmy
baze (71, . ,Tn) przestrzeni wektorowej k™ i zdefiniujmy odwzorowanie ® : F' — k™ wzorem:

Dlarfi+ ... +anfo) = (e + D f; + ...+ (an + 1) f,
Oznaczmy F = ®(F), P = ®(P) oraz Q = ®(Q). Wowczas F = P@® Q oraz P,Q < F. Mozemy zatem
wybraé elementy mi,...,m; € P, myiq,...,my, € Q takie, ze My = CD(ml),_. ..,y = ®(my) jest baza P,
My = ®(myyq), ..., m, = ®(my,) jest baza ) oraz my, ..., m, jest baza F. Niech

m; =byfi+ ...+ bufn, dlaice {1,...,71}.
Wtedy B = [b;;] € R jest macierza przejscia od bazy (fi,..., f,) do uktadu (my,...,m,), za§ B =

[bji] € k7, gdzie b;; = ®(b;), jest macierza przejécia od bazy (fy,..., f,) do bazy (T, ...,m,). Tym
samym det B # Or/; = I, a wigc det B ¢ I, co oznacza, ze det B jest elementem odwracalnym pierscienia
R, a wiec i macierz B jest odwracalna, co w konsekwencji oznacza, ze uktad (mq,...,m,) jest baza F.

Zatem dla dowolnego m € M istnieje jednoznaczne przedstawienie postaci
m = aymy + ...+ am; + q, dla pewnych aq,...,a; € R,q € Q,

skad, w szczegdlnosci, dla m € P:
m=am;+ ...+ aqm.
Wobec tego modut P jest wolny. O

Twierdzenie to mozna istotnie wzmocni¢, a mianowicie mozna pominagé¢ w nim zaltozenie tego, ze
pierscien R jest przemienny, a modul P skonczenie generowany:

Twierdzenie 8.3 (Kaplansky’ego). Niech R bedzie pierscieniem lokalnym z jedynkq, niech P bedzie
lewym unitarnym R-modutem projektywnym. Woéwczas P jest wolny.!

7 punktu widzenia geometrii algebraicznej waznym zagadnieniem jest wiedzie¢, ktére moduly projek-
tywne nad pierscieniami wielomianéw sg wolne. Kompletng odpowiedZ na tak postawione pytanie jest
nastepujace twierdzenie z potowy lat 70-tych:

Twierdzenie 8.4 (Seshardi-Quillena-Suslina). Niech F' bedzie cialem, niech P bedzie lewym unitarnym
Flzy,...,x,]-modutem projektywnym. Wéwczas P jest wolny.?

Uwaga 8.2. Niech R bedzie pierscieniem, niech M bedzie lewym R-modutem. Wowczas M jest homo-
morficznym obrazem pewnego modutu projektywnego.

Dowdd wynika wprost z Twierdzen 6.9 i 8.1.

Twierdzenie 8.5. Niech R bedzie pierscieniem, niech {P; : i € I} bedzie rodzing lewych R-moduféw.
Wowczas ), P; jest modulem projektywnym wtedy i tylko wtedy, gdy P;, i € I, s¢ modutami projektyw-
nyma.

1. Kaplansky, Projective modules, Ann. of Math. (2) 68 (1968), 372 — 380.

2twierdzenie pokazane przez Cartana i Eilenberga dla n = 1 okoto 1950 roku, dla n > 1 sformulowane jako “hipoteza
Serre’a” w 1955, dla n = 2 wykazane w 1958 przez Seshardi. Ogélny przypadek zostal rozwiazany w dwoéch niezaleznych

pracach: D. Quillen, Projective modules over polynomial rings, Invent. Math. 36 (1976), 167 — 171 oraz A. Suslin, Projective
modules over polynomial rings are free, Dokl. Akad. Nauk SSSR 229 (1976), 1063 — 1066.
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P; jest modutem projektywnym i ustalmy i € I. Zauwazmy, ze woéwczas

YP=FR® ) P

iel jel\{i}

Dowdd. (=): zalézmy, ze

el

Niech 7 : ) .., P, — P, bedzie zatem rzutowaniem. Ustalmy moduty K i L, homomorfizm h : P, — L i
epimorfizm g : K — L:

Zz’e] ‘PZ

K
Poniewaz ), ; P; jest projektywny, istnieje homomorfizm f; : > .., P, — L taki, ze hom = go f;. Tym
samym odwzorowanie f : P; — L dane wzorem f = f;[p, spelnia warunek h = g o f.
(«): Zalézmy, ze P;, i € I, sa projektywne. Niech ¢; : P, — ., P, i € I, beda kanonicznymi
monomorfizmami. Zatézmy takze, ze w diagramie

Zielpi
ih
M—2 N 0.

dolny wiersz jest doktadny. Dla ustalonego ¢ € I rozwazmy diagram

M—2—~N 0.
Poniewaz P; jest projektywny, wigc istnieje homomorfizm f; : P; — M taki, ze go f; = hou;. Dalej, wobec
wtasnosci uniwersalnej koproduktu modutéw, istnieje doktadnie jeden homomorfizm f : 3., P — M
taki, ze

fou=Ff.
Woéwcezas go for; =go fi =hou, dlaie I, skad wynika go f = h. ]

Jako przyktad zastosowan powyzszego twierdzenia powrdcimy na chwile do rozwazan kiedy dany
modut projektywny jest wolny i w szczegdlnosci udowodnimy twierdzenie Seshardi-Quillena-Suslina w
przypadku n = 1.

Lemat 8.2. Niech R bedzie pierscieniem, niech M bedzie modutem, niech {M; : i € I} bedzie rodzing
podmoduléw modutu M, niech (I,<) bedzie zbiorem dobrze uporzgdkowanym o elemencie najmniejszym
0, w ktérym, dla danego elementu i € I, przez i + 1 oznaczamy najmniejszy element zbioru {j € I : i <
Jj A1 # j}. Niech ponadto spelnione bedg nastepujgce warunki:

(1) jeslii < j, to M; < M;,

(2) Mo = {0},
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(3) jesli i jest elementem granicznym zbioru I, to M; = J,_; M,
(4) M = U, Mi,
(5) moduty ilorazowe M;,1/M; sq projektywne.

Wowezas M = >.._, M 1/M,.

i€l
Dowdod. Ustalmy ¢ € I i rozwazmy cigg doktadny

idp,

O - Mz — Mi+1 £> MZ‘+1/M¢ - O

Poniewaz modul M, 1/M; jest projektywny, wiec ciag sie rozszczepia. Tym samym istnieje podmodut M]
modutu M, taki, ze M; 1 = M]@®M,;. Wobec Wniosku ?? M| =~ M;,1/M;, a zatem M/ jest projektywny.

Pokazemy, ze M = Y., M. Niech M' = (| J,.; M/). Pokazemy najpierw, ze M’ = >, _, M!. W tym celu
wystarczy pokazaé, ze dowolny element m € M’ ma jednoznaczne przedstawienie postaci mj +...+m.,
dla mj € My, . Przypus¢my bowiem, ze dla pewnego elementu m € M istnieja dwa przedstawienia:

o ' ” / " /
m=my+...+m, =my+...+my, dam;m;e M.

Woéwezas (m)—m/)+...4+(m),—m) = 0. Niech my = m|—m/,...m,, = m,—m].. Stad m;+...+m, =0,

m; € My, a zatem m,, = —(my + ...+ m,_1). Zmieniajac ewentualnie numeracje mozemy zaltozy¢, ze
ki < ke < ... < ky, a wowezas, wobec (1), my,...,my,_1 € My, oraz jednoczesnie my,...,my_1 € M.
Zatem m, = —(my+...+my_1) € My, nM; = {0}. Podobnie mozemy pokazac, ze m; = ... = m,_; = 0.

Pozostaje pokazaé, ze M’ = M. Oczywiscie M’ < M, przypusémy zatem, ze M’ < M. Wobec (4)
istnieje j € J takie, ze M; ¢ M’. Niech iy bedzie najmniejszym j o tej wlasnoéci. Wobec (3), i
nie jest elementem granicznym I, w przeciwnym bowiem razie M;, = [ i<ip M, a wige dla pewnego
J < iy zachodziloby M; ¢ M’. Tym samym iy = 4; + 1, dla pewnego i, € I. Niech m;, € M;, bedzie
takim elementem, ze m;, ¢ M'. Poniewaz M;, = M; @ M, wigc my, = m; + m;, dla pewnych
m;, € My, mj, € M . Skoro iy < iy, to M, = M'. Oczywiscie tez M; < M'. Zatem m;, € M’, co daje
sprzecznosc. O

Twierdzenie 8.6. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq, niech kazdy lewostronny ideal pierscienia R
bedzie lewym unitarnym R-modulem projektywnym (lub, odpowiednio, wolnym). Wowczas kazdy podmo-
dul dowolnego lewego unitarnego R-modulu projektywnego jest projektywny (lub, odpowiednio, wolny).

Dowdd. Poniewaz modut projektywny jest podmodutem modutu wolnego, wystarczy pokazaé, ze pod-
modul modutu wolnego jest projektywny (lub, odpowiednio,wolny).

Niech F' bedzie modutem wolnym z baza {f; : i € I}, zas (I, <) zbiorem dobrze uporzadkowanym,
niech F; = {{f; : j < i}). Ustalmy podmodut F’ modutu F. Wéwczas rodzina podmodutéw F} = F' N F;
spelnia warunki (1) — (5) poprzedniego lematu wzgledem F”.

Pokazemy, ze F} ,/F] sa izomorficzne z idealami piericienia R. Dla ustalonego ¢ € I zdefiniujmy
odwzorowanie ¢; : {f; : j € I} — R warunkiem

0, gdyi#j

9ilfi) = {1, gdy 1 = J.

Istnieja zatem homomorfizmy ¢} : F' — R takie, ze ¢ |(s,.jery = ¢4, 1 € 1. Wowezas ker ¢f n Fj, | = Fj,
wiec F/,,/F] = F/ |/ker ¢} n F},; = ¢f(F/,,) < R. Ponadto ¢}(F},;) jest podmodutem modutu R, a
wiec idealem pierscienia R.

Wobec zalozenia, moduly F} ,/F sa projektywne (lub, odpowiednio, wolne). Stosujac Twierdzenie
8.5 (lub, odpowiednio, odwolujac sie¢ wprost do definicji modutu wolnego), otrzymujemy zatem, ze F’
jest projektywny (lub, odpowiednio, wolny). 0
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Whiosek 8.2. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq, niech kazdy lewostronny ideal pierScienia R bedzie
modutem wolnym. Wowczas kazdy lewy unitarny R-modut projektywny jest wolny.

Przyktady:
(2) Niech R bedzie pierscieniem ideatéw gtéwnych z jedynka. Wowcezas kazdy lewy unitarny R-modut
projektywny jest wolny.
(3) Niech F' bedzie cialem. Wéwczas kazdy lewy unitarny F'[z]-modul projektywny jest wolny.

Definicja 8.2. Pierscien R nazywamy pierscieniem dziedzicznym, jezeli kazdy podmodut dowolnego
lewego R-modutu projektywnego jest projektywny.
Pierscien R nazywamy potprostym, jezeli kaidy lewy R-modut jest projektywny.

Definicja 8.3. Niech R bedzie pierscieniem, J lewym R-modutem. Jezeli dla kazdego R-modutu M 1
homomorfizmu h : M — J zachodzi nastepujocy warunek: dla kazdego lewego R-modutu N @ dla kazdego
monomorfizmu g : M — N istnieje homomorfizm f: N — J taki, Ze h = f o g (inaczej: diagram

0—>M-2-N

J/ Ve
h e
2O
J

w ktorym gorny wiersz jest dokladny, jest przemienny), to modul J nazywamy modutem injektywnym.

Twierdzenie 8.7. Niech R bedzie pierscieniem, niech {J; : 1 € I} bedzie rodzing lewych R-moduléw.
Wowezas | [,o; Ji jest modutem injektywnym wtedy i tylko wtedy, gdy J;, i € I, s¢ modulami injektywnymi.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla modutéw projektywnych i pozo-
stawiamy go czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Poniewaz pojecia modulu wolnego nie da sie dualizowaé, to znaczy nie istnieje co$ takiego jak modut
kowolny, wiec nie mozna udowodnié¢ rezultatéw dualnych do Wniosku 8.1 (to znaczy nie istnieje twier-
dzenie, orzekajace ze “kazdy modut kowolny jest modutem injektywnym”), ani do Uwagi 8.1 (to znaczy
nie istnieje twierdzenie orzekajaze, ze “modut jest injektywny wtedy i tylko wtedy, gdy jest sktadnikiem
prostym modutu kowolnego”). Okazuje sie jednak, ze mozna dualizowaé¢ Uwage 8.2, to znaczy mozna
udowodni¢ twierdzenie orzekajace, ze “w kazdy modut mozna zanurzy¢ pewien modut injektywny”, skad
z kolei wynika prosta dualizacja Twierdzenia 8.1 (1) i (2). Pozostala cze$¢ niniejszego wyktadu poswie-
cimy dowodowi takiej dualizacji, ograniczajac sie wszakze do przypadku lewych R-modutéw unitarnych
nad pierScieniami z jedynka.

Zaczniemy od nastepujacej charakteryzacji unitarnych modutéw injektywnych.

Twierdzenie 8.8 (lemat Baer’a). Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq, J lewym unitarnym R-
modutem. Wowczas J jest injektywny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego lewostronnego ideatu I < R
wraz z kanonicznym zanurzeniem w : I — R i homomorfizmu h : I — J istnieje homomorfizm f : R — J
taki, ze

h = fouw.
Inaczej: diagram

jest przemienny.
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Dowdd. Implikacja (=) wynika wprost z definicji modutu injektywnego, pozostaje wiec udowodnié im-
plikacje («<=). Rozwazmy diagram o doktadnym wierszu:

0—>M- >N
hl P
e
J.
Niech

S={(N,f): N <N,imgc N', f': N' — J jest homomorfizmem takim, ze h = f" o gl,-1(n7)}
i zdefiniujmy w zbiorze S relacje < warunkiem
(N', f') < (N", f") wtedy i tylko wtedy, gdy N' < N" A f"In = f'.

7 tatwoscig sprawdzamy, ze S # ¢, < jest relacja czesciowego porzadku oraz ze kazdy tancuch w S ma
ograniczenie gorne. Tym samym, wobec lematu Kuratowskiego-Zorna, w S istnieje element maksymalny
(No, fo)-

Pokazemy, ze Ny = N. Na odwrot, przypusémy, ze istnieje n € N taki, ze n ¢ Ny. Niech N; bedzie
podmodutem generowanym przez zbiér Ny u {n}. Woéwczas

= {ng+rn:nge Ny, r € R}.

Niech ponadto I = {r € R : rn € Ny}. Bez trudu sprawdzamy, ze I jest lewostronnym ideatem pierscienia
R, za$ odwzorowanie « : I — Ny dane wzorem a(r) = rn jest homomorfizmem. Rozwazmy diagram

0——=I1—+R

|
Otl wjoﬂ s

Y
N() f? J

Wobec zatozenia istnieje homomorfizm f : R — J taki, ze f ow = fy o a. Zdefiniuyjmy odwzorowanie
fi: Ny — J wzorem
fi(no +nr) = fo(no) +rf(1).

Pokazemy, ze f; jest dobrze zdefiniowane. Zatézmy bowiem, ze ng+1rn = ni+1r'n. Wowczas (r—r")n =
ng —ng € Ny, wiec r —r’ € 1. Stad fo(ng—mno) = fo((r—1")n) = fooa(r—r") = f(r—1r") = (r—1")f(1),
wiec fo(no) + rf(1) = fo(ny) + 1" f(1).

Réwnie prosto sprawdzamy, ze fi jest homomorfizmem. Tym samym (Ny, fi) € S oraz (Ny, fo) <
(N1, f1), co daje sprzecznosé. O

Whniosek 8.3. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq, J lewym unitarnym R-modutem. Wowczas J jest
injektywny wtedy © tylko wtedy, gdy dla kazdego lewostronnego ideatu I <« R 1 homomorfizmu h : [ — J
istnieje element j € J taki, ze

h(r) =rj, dlar € R.
Dowdd. (=): Ustalmy lewostronny ideal I < R wraz z wlozeniem w : I < R i rozwazmy diagram:

0——1-—"+R
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W szczegblnosei, dla ustalonego r € I:
h(r) = fow(r) = f(w(r)) = f(r) = r- f(1r)

i mozemy przyja¢ j = f(1g).
(«<): Ustalmy lewostronny ideal I < R wraz z wtozeniem w : [ — R i rozwazmy diagram:

0——I1-—"~R

i s
h 7

O f

J

gdzie homomorfizm f : R — J zdefiniowany jest wzorem f(r) = rj, dla r € R. Wobec lematu Baer’a
modut J jest injektywny. O

Twierdzenie 8.9. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq, niech M bedzie lewym R-modutem unitarnym.
Wowczas istnieje modut injektywny J, w ktory zanurza sie w M.

Dowdd. Ustalmy pierscien z jedynka R i lewy unitarny R-modutl M. Rozwazmy rodzine
F ={(I, ) : I jest ideatem lewostronnym pierscienia R, ¢ : [ — M jest homomorfizmem}.

Niech F' = ¥} o #(T(1,6)): 8dzie (x(14)) = R dla (I,¢) € F, bedzie modutem wolnym o bazie {z(rg) :
(I,¢) € F}. Zdefiniujmy modut Q1(M) = F x M /{{(=rze,d(r)) : (I,¢) € F,r € I}) oraz oznaczmy
przez v : F x M — @Q(M) epimorfizm kanoniczny dany wzorem

v(fim) = (fym) + {(=re), ¢(r) (1, ¢) € Fore 1}).

Woéwezas oczywiscie ker v = ({(=rx (14, 0(r)) : (I,¢) € F,r € 1}). Zdefiniujmy ponadto homomorfizm
wy : M — Q1 (M) wzorem

wi(m) = v(0,m)
oraz, dla ustalonego (I, ¢) € F, par¢ homomorfizméw wy : R — F x M oraz ¢' : R — Q1(M) wzorami:
wy(r) = (rz(r,4),0)
oraz
¢'(r) = vowy(r).
Woweczas, dla ustalonych (I, ¢) € F oraz r € R:
¢I(T) = V(T'Z(I,QS)?O) = V(OJ ¢(T>) = wl(¢(r))7

a zatem, dla ustalonego (I, ¢) € F, diagram

I v R
e
é FxM &
M o Q:1(M)

jest przemienny, przy czym ts : M — F x M oznacza tu kanoniczne wlozenie.
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Pokazemy, ze w; jest monomorfizmem. Ustalmy w tym celu m € ker w;. Wowcezas (0,m) € kerv, a
wiec dla pewnych (I1,¢1),. .., (I, ¢,) € F i dla pewnych 7y, ..., r, € R zachodzi:

(O’ m) = Z(_Tix(fw/ﬁi)’ Qsl(rl))
im1

Poniewaz modutl F' jest wolny, wiec w szczegblnosci ry = ... =r, = 0, skad ¢;(r;) =0, dlaie {1,...,n},
a tym samym m = 0.
Wobec tego mozemy identyfikowaé elementy m € M i wy(m) € Q1(M). Tym samym, dla ustalonego
(I,p)e Fidlarel:
o(r) = wi(d(r)) = v(we(r)) = r-vowy(lr),

czyli ¢(r) = r - j, dla pewnego j € Q1(M).

Zdefiniujmy liczbe o warunkiem |R| = R, gdy R jest nieskonczony oraz o = —1, gdzy R jest skonczony.
Dla dowolnej liczby porzadkowej £ < wq1 definiujemy rekurencyjnie
i QO(M) = M7

* Qe(M) = Qu(Qc(M)), gdy £ = (+1,
o Qe(M) =, @n(M), gdy £ jest graniczna.
Niech
T= ] QM)
E<wa+1
Oczywiscie M — J.
Pokazemy, ze @ jest injektywny. Ustalmy lewostronny ideat I < R i homomorfizmu h : I — J.
Woéwezas [im h| < X, wiec dla pewnej liczby porzadkowej £ < wq+1 zachodzi imh < Q¢(M). Rozwazmy
diagram:

1 < R
—
o F x Qe(M)
&
imh '\ !
Qe(M) o Q1(Qe(M)) = Qes1(M)
Istnieje zatem przedtuzenie ¢’ : R — Q¢41(M) < J homomorfizmu h, a wiec h jest postaci
M) =7,

dla pewnego j € J. Wobec Wniosku 8.3, modut J jest injektywny. O

Twierdzenie 8.1 (1) i (2) mozna teraz prosto zdualizowaé w nastepujacy sposéb:

Twierdzenie 8.10. Niech R bedzie pierScieniem z jedynkaq, J lewym unitarnym R-modutem. Nastepujgce
warunki sqg réwnowazne:

(1) modutl J jest injektywny;
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(2) kazdy cigg dokladny
0-JL ML NSO
T02582C2€epia Sie;
(3) J jest skladnikiem prostym kazdego modutu, ktorego jest podmodutem.
Dowdd. (1) = (2): Zatézmy, ze ciag
0->JL ML NS0
jest doktadny. W szczegdlnosci, w diagramie

wiersz jest doktadny, istnieje wigc homomorfizm h : M — J taki, ze ho f = id;. Wobec Twierdzenia 5.1
ciag 0 — J LML NS0 rozszczepia sie.
(2) = (3): Dla dowolnego modutu M, dla ktérego J jest podmodutem, ciag
0—->J>S>MS5M/J—0

jest rozszczepialnym ciggiem doktadnym, wiec im J =~ J jest sktadnikiem prostym M.
(3) = (1): Wobec Twierdzenia 8.9 J jest podmodutem pewnego modutu injektywnego Q). Wobec (3)
oraz Twierdzenia 8.7, J jest injektywny. O

Na zakonczenie podamy jeszcze zastosowanie Wniosku 8.3 (a wiegc, posrednio, lematu Baer’a) do
wskazania waznego przyktadu modutéw injektywnych.
Definicja 8.4. Niech (D, +) bedzie grupg abelowg. Grupe D nazywamy podzielna, jezeli
Yy € DV¥n € Z\{0}3x € D(nx = y).
Przyktad:
(1) Grupa Q jest podzielna.

Uwaga 8.3. Kazda grupa abelowa podzielna jest Z-modutem injektywnym.

Dowdd. Niech (D, +) bedzie grupa abelowa podzielna. Jedynymi ideatami pierécienia Z sa idealy gtéwne
(n), n € Z, a zatem jezeli h : (n) — D jest homomorfizmem, to istnieje x € D takie, ze h(n) = nx.
Zdefiniujmy f : Z — D wzorem

f(m) = mzx.
Wowcezas f jest homomorfizmem oraz h = f o w, gdzie w : (n) < Z jest kanonicznym wlozeniem. 0



