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8. Wyk≥ad 8: Modu≥y projektywne i injektywne.

Twierdzenie 8.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem, P lewym R-modu≥em. NastÍpujπce warunki sπ równo-
waøne:

(1) dla kaødego R-modu≥u N i homomorfizmu h : P Ñ N zachodzi nastÍpujπcy warunek: dla kaødego
lewego R-modu≥u M i dla kaødego epimorfizmu g : M Ñ N istnieje homomorfizm f : P Ñ M
taki, øe h “ g ˝ f ; inaczej: diagram

P
f

~~|

|

|

|

h

✏✏

M
g
// N // 0

w którym dolny wiersz jest dok≥adny, jest przemienny;
(2) kaødy ciπg dok≥adny

0 Ñ M
f

›Ñ N
g

›Ñ P Ñ 0

rozszczepia siÍ;
(3) P jest sk≥adnikiem prostym pewnego lewego R-modu≥u M o nastÍpujπcej w≥asnoúci:

istnieje podzbiór tfi : i P Iu zbioruM taki, øe dla kaødego lewego R-modu≥u N i jego
rodziny elementów thi : i P Iu istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm h : M Ñ N
taki, øe hpfiq “ hi.

Dowód. p1q ñ p2q: za≥óømy, øe 0 Ñ M
f

›Ñ N
g

›Ñ P Ñ 0 jest ciπgiem dok≥adnym. W diagramie

P

id

✏✏

N
g
// P // 0

wiersz jest dok≥adny, istnieje wiÍc homomorfizm f : P Ñ N taki, øe g ˝ f “ idP . Wobec Twierdzenia 5.1
ciπg 0 Ñ M

f

›Ñ N
g

›Ñ P Ñ 0 rozszczepia siÍ.
p2q ñ p3q: wobec Twierdzenia 6.9 istniejπ lewy R-modu≥ M o nastÍpujπcej w≥asnoúci:

istnieje podzbiór tfi : i P Iu zbioru M taki, øe dla kaødego lewego R-modu≥u N i jego
rodziny elementów thi : i P Iu istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm h : M Ñ N taki, øe
hpfiq “ hi

oraz epimorfizm g : M Ñ P . Niech K “ ker g. Wówczas ciπg

0 Ñ K ãÑ M
g

›Ñ P Ñ 0

jest dok≥adny, a wiÍc rozszczepialny. Tym samym P jest sk≥adnikiem prostym modu≥u M .
p3q ñ p1q: niech M bÍdzie lewym R-modu≥em o nastÍpujπcej w≥asnoúci:

istnieje podzbiór tfi : i P Iu zbioru M taki, øe dla kaødego lewego R-modu≥u N i jego
rodziny elementów thi : i P Iu istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm h : M Ñ N taki, øe
hpfiq “ hi
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oraz niech M “ P ‘ Q. Niech ⇡ : M Ñ P bÍdzie rzutowaniem. Ustalmy modu≥y K i L, homomorfizm
h : P Ñ L i epimorfizm g : K Ñ L:

M

⇡

✏✏

P

h

✏✏

K
g

“na”
// L // 0.

Wobec Twierdzenia 6.11 istnieje homomorfizm f1 : M Ñ L taki, øe h ˝ ⇡ “ g ˝ f1. Tym samym
odwzorowanie f : P Ñ L dane wzorem f “ f1æP spe≥nia warunek h “ g ˝ f . ⇤
Uwaga 8.1. Powyøsze twierdzenie upraszcza siÍ nieznacznie, gdy R jest pierúcieniem z jedynkπ, a P
lewym unitarnym R-modu≥em. Wówczas warunek (3) przybiera brzmienie:
(3) P jest sk≥adnikiem prostym pewnego modu≥u wolnego.

Definicja 8.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem, P lewym R-modu≥em. Jeøeli P spe≥nia jeden (a zatem
wszystkie) z równowaønych warunków Twierdzenia 8.1, to P nazywamy modu≥em projektywnym.

Wniosek 8.1. Kaødy modu≥ wolny nad pierúcieniem z jedynkπ jest projektywnym modu≥em unitarnym.

Twierdzenie odwrotne do Wniosku 8.1 nie jest prawdziwe:
Przyk≥ad:

(1) Niech R1 i R2 bÍdπ pierúcieniami z jedynkπ, niech R “ R1 ˆ R2. R jest oczywiúcie lewym R-
modu≥em. Oznaczmy r1 “ p1R1 , 0R2q oraz r2 “ p0R1 , 1R2q. Wtedy R “ xr1y ` xr2y oraz xr1y X

xr2y “ t0Ru, wobec czego xr1y jest sk≥adnikiem prostym R, a wiÍc modu≥em projektywnym. Dla
dowolnych a1, . . . , ak P R zachodzi:

r2a1r1 ` . . . ` r2akr1 “ 0

oraz r2 ‰ 0, a wiÍc a1r1, . . . , akr1 sπ liniowo zaleøne. Tym samym xr1y nie ma bazy, wiÍc nie moøe
byÊ wolny.

Okazuje siÍ jednak, øe niektóre modu≥y projektywne sπ wolne. Omówimy teraz kilka znanych przy-
padków, w których ma to miejsce.

Twierdzenie 8.2 (Cartana-Eilenberga). Niech R bÍdzie przemiennym pierúcieniem lokalnym z jedynkπ,
niech P bÍdzie skoÒczenie generowanym lewym unitarnym R-modu≥em projektywnym. Wówczas P jest
wolny.

Lemat 8.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ, P skoÒczenie generowanym lewym unitarnym R-
modu≥em projektywnym. Wówczas istnieje skoÒczenie generowany lewy unitarny R-modu≥ projektywny
Q taki, øe P ‘ Q jest modu≥em wolnym skoÒczonej rangi.

Dowód. Niech N bÍdzie lewym unitarnym R-modu≥em takim, øe F “ P ‘N jest wolny. Niech tfi : i P Iu

bÍdzie bazπ F , am1, . . . ,mg zbiorem generatorów P . Kaødymi jest kombinacjπ liniowπ skoÒczonej liczby
fi, istnieje wiÍc skoÒczony podzbiór J Ä I taki, øe F0 “

∞
jPJxfjy Å P .

Pokaøemy, øe F0 “ P ‘ pN X F0q. Istotnie, poniewaø F0 Ä F “ P ‘ N , wiÍc P X pN X F0q “ t0u.
Ponadto F0 Å P ` pN X F0q. Skoro dla f0 P F mamy f0 “ m ` n, dla pewnych m P P , n P N , to
n “ f0 ´ m P F0. Zatem F0 Ä P ` pN X F0q.
Poniewaø F0 jest skoÒczenie generowanym modu≥em wolnym, wiÍc F0{P – N X F0 jest skoÒczenie
generowany. K≥adπc Q “ N X F0 otrzymujemy tezÍ. ⇤
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Przechodzimy teraz do dowodu Twierdzenia 8.2.

Dowód. Niech Q bÍdzie takim skoÒczenie generowanym lewym unitarnym R-modu≥em projektywnym,
øe F “ P ‘ Q jest modu≥em wolnym skoÒczonej rangi. Powiedzmy, øe F “

∞
n

i“1xfiy. Poniewaø R
jest przemiennym pierúcieniem lokalnym z jedynkπ, zawiera dok≥adnie jeden idea≥ maksymalny I równy
zbiorowi wszystkich elementów nieodwracalnych R, w konsekwencji wiÍc k “ R{I jest cia≥em. Wybierzmy
bazÍ pf 1, . . . , fn

q przestrzeni wektorowej kn i zdefiniujmy odwzorowanie � : F Ñ kn wzorem:

�pa1f1 ` . . . ` anfnq “ pa1 ` Iqf 1 ` . . . ` pan ` Iqf
n
.

Oznaczmy F “ �pF q, P “ �pP q oraz Q “ �pQq. Wówczas F “ P ‘ Q oraz P ,Q † F . Moøemy zatem
wybraÊ elementy m1, . . . ,ml P P , ml`1, . . . ,mn P Q takie, øe m1 “ �pm1q, . . . ,ml “ �pmlq jest bazπ P ,
ml`1 “ �pml`1q, . . . ,mn “ �pmnq jest bazπ Q oraz m1, . . . ,mn jest bazπ F . Niech

mi “ b1if1 ` . . . ` bnifn, dla i P t1, . . . , nu.

Wtedy B “ rbjis P Rn

n
jest macierzπ przejúcia od bazy pf1, . . . , fnq do uk≥adu pm1, . . . ,mnq, zaú B “

rbjis P kn

n
, gdzie bji “ �pbjiq, jest macierzπ przejúcia od bazy pf 1, . . . , fn

q do bazy pm1, . . . ,mnq. Tym
samym detB ‰ 0R{I “ I, a wiÍc detB R I, co oznacza, øe detB jest elementem odwracalnym pierúcienia
R, a wiÍc i macierz B jest odwracalna, co w konsekwencji oznacza, øe uk≥ad pm1, . . . ,mnq jest bazπ F .
Zatem dla dowolnego m P M istnieje jednoznaczne przedstawienie postaci

m “ a1m1 ` . . . ` alml ` q, dla pewnych a1, . . . , al P R, q P Q,

skπd, w szczególnoúci, dla m P P :
m “ a1m1 ` . . . ` alml.

Wobec tego modu≥ P jest wolny. ⇤
Twierdzenie to moøna istotnie wzmocniÊ, a mianowicie moøna pominπÊ w nim za≥oøenie tego, øe
pierúcieÒ R jest przemienny, a modu≥ P skoÒczenie generowany:

Twierdzenie 8.3 (Kaplansky’ego). Niech R bÍdzie pierúcieniem lokalnym z jedynkπ, niech P bÍdzie
lewym unitarnym R-modu≥em projektywnym. Wówczas P jest wolny.1

Z punktu widzenia geometrii algebraicznej waønym zagadnieniem jest wiedzieÊ, które modu≥y projek-
tywne nad pierúcieniami wielomianów sπ wolne. Kompletnπ odpowiedü na tak postawione pytanie jest
nastÍpujπce twierdzenie z po≥owy lat 70-tych:

Twierdzenie 8.4 (Seshardi-Quillena-Suslina). Niech F bÍdzie cia≥em, niech P bÍdzie lewym unitarnym
F rx1, . . . , xns-modu≥em projektywnym. Wówczas P jest wolny.2

Uwaga 8.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech M bÍdzie lewym R-modu≥em. Wówczas M jest homo-
morficznym obrazem pewnego modu≥u projektywnego.

Dowód wynika wprost z TwierdzeÒ 6.9 i 8.1.

Twierdzenie 8.5. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech tPi : i P Iu bÍdzie rodzinπ lewych R-modu≥ów.
Wówczas

∞
iPI Pi jest modu≥em projektywnym wtedy i tylko wtedy, gdy Pi, i P I, sπ modu≥ami projektyw-

nymi.
1
I. Kaplansky, Projective modules, Ann. of Math. (2) 68 (1968), 372 – 380.
2
twierdzenie pokazane przez Cartana i Eilenberga dla n “ 1 oko≥o 1950 roku, dla n ° 1 sformu≥owane jako “hipoteza

Serre’a” w 1955, dla n “ 2 wykazane w 1958 przez Seshardi. Ogólny przypadek zosta≥ rozwiπzany w dwóch niezaleønych
pracach: D. Quillen, Projective modules over polynomial rings, Invent. Math. 36 (1976), 167 – 171 oraz A. Suslin, Projective
modules over polynomial rings are free, Dokl. Akad. Nauk SSSR 229 (1976), 1063 – 1066.
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Dowód. pñq: za≥óømy, øe
∞

iPI Pi jest modu≥em projektywnym i ustalmy i P I. Zauwaømy, øe wówczas
ÿ

iPI
Pi “ Pi ‘

ÿ

jPIztiu
Pj.

Niech ⇡ :
∞

iPI Pi Ñ Pi bÍdzie zatem rzutowaniem. Ustalmy modu≥y K i L, homomorfizm h : Pi Ñ L i
epimorfizm g : K Ñ L: ∞

iPI Pi

⇡

✏✏

Pi

h

✏✏

K
g

// L // 0.

Poniewaø
∞

iPI Pi jest projektywny, istnieje homomorfizm f1 :
∞

iPI Pi Ñ L taki, øe h ˝ ⇡ “ g ˝ f1. Tym
samym odwzorowanie f : Pi Ñ L dane wzorem f “ f1æPi

spe≥nia warunek h “ g ˝ f .
pq: Za≥óømy, øe Pi, i P I, sπ projektywne. Niech ◆i : Pi Ñ

∞
iPI Pi, i P I, bÍdπ kanonicznymi

monomorfizmami. Za≥óømy takøe, øe w diagramie
∞

iPI Pi

h

✏✏

M
g

// N // 0.

dolny wiersz jest dok≥adny. Dla ustalonego i P I rozwaømy diagram

Pi

◆i

✏✏∞
iPI Pi

h

✏✏

M
g

// N // 0.

Poniewaø Pi jest projektywny, wiÍc istnieje homomorfizm fi : Pi Ñ M taki, øe g˝fi “ h˝◆i. Dalej, wobec
w≥asnoúci uniwersalnej koproduktu modu≥ów, istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm f :

∞
iPI Pi Ñ M

taki, øe
f ˝ ◆i “ fi.

Wówczas g ˝ f ˝ ◆i “ g ˝ fi “ h ˝ ◆i, dla i P I, skπd wynika g ˝ f “ h. ⇤
Jako przyk≥ad zastosowaÒ powyøszego twierdzenia powrócimy na chwilÍ do rozwaøaÒ kiedy dany
modu≥ projektywny jest wolny i w szczególnoúci udowodnimy twierdzenie Seshardi-Quillena-Suslina w
przypadku n “ 1.

Lemat 8.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech M bÍdzie modu≥em, niech tMi : i P Iu bÍdzie rodzinπ
podmodu≥ów modu≥u M , niech pI,§q bÍdzie zbiorem dobrze uporzπdkowanym o elemencie najmniejszym
0, w którym, dla danego elementu i P I, przez i ` 1 oznaczamy najmniejszy element zbioru tj P I : i §

j ^ i ‰ ju. Niech ponadto spe≥nione bÍdπ nastÍpujπce warunki:
(1) jeúli i § j, to Mi Ä Mj,
(2) M0 “ t0u,
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(3) jeúli i jest elementem granicznym zbioru I, to Mi “
î

j†i
Mj,

(4) M “
î

iPI Mi,
(5) modu≥y ilorazowe Mi`1{Mi sπ projektywne.

Wówczas M –
∞

iPI Mi`1{Mi.

Dowód. Ustalmy i P I i rozwaømy ciπg dok≥adny

0 Ñ Mi

idMi

›››Ñ Mi`1

›Ñ Mi`1{Mi Ñ 0.

Poniewaø modu≥Mi`1{Mi jest projektywny, wiÍc ciπg siÍ rozszczepia. Tym samym istnieje podmodu≥M 1
i

modu≥uMi`1 taki, øeMi`1 “ M 1
i
‘Mi. Wobec Wniosku ??M 1

i
– Mi`1{Mi, a zatemM 1

i
jest projektywny.

Pokaøemy, øeM “
∞

iPI M
1
i
. NiechM 1

“ x
î

iPI M
1
i
y. Pokaøemy najpierw, øeM 1

“
∞

iPI M
1
i
. W tym celu

wystarczy pokazaÊ, øe dowolny element m P M 1 ma jednoznaczne przedstawienie postaci m1
1 ` . . .`m1

n
,

dla m1
i

P M 1
ki
. PrzypuúÊmy bowiem, øe dla pewnego elementu m P M 1 istniejπ dwa przedstawienia:

m “ m1
1 ` . . . ` m1

n
“ m2

1 ` . . . ` m2
n
, dla m1

i
,m2

i
P M 1

ki
.

Wówczas pm1
1´m2

1q`. . .`pm1
n

´m2
n
q “ 0. Niechm1 “ m1

1´m2
1, . . .mn “ m1

n
´m2

n
. Stπdm1`. . .`mn “ 0,

mi P M 1
ki
, a zatem mn “ ´pm1 ` . . . ` mn´1q. Zmieniajπc ewentualnie numeracjÍ moøemy za≥oøyÊ, øe

k1 § k2 § . . . § kn, a wówczas, wobec (1), m1, . . . ,mn´1 P Mkn
oraz jednoczeúnie m1, . . . ,mn´1 P M 1

n
.

Zatemmn “ ´pm1`. . .`mn´1q P Mkn
XM 1

kn
“ t0u. Podobnie moøemy pokazaÊ, øem1 “ . . . “ mn´1 “ 0.

Pozostaje pokazaÊ, øe M 1
“ M . Oczywiúcie M 1

Ä M , przypuúÊmy zatem, øe M 1
à M . Wobec (4)

istnieje j P J takie, øe Mj Ç M 1. Niech i0 bÍdzie najmniejszym j o tej w≥asnoúci. Wobec (3), i0
nie jest elementem granicznym I, w przeciwnym bowiem razie Mi0 “

î
j†i0

Mj, a wiÍc dla pewnego
j † i0 zachodzi≥oby Mj Ç M 1. Tym samym i0 “ i1 ` 1, dla pewnego i1 P I. Niech mi0 P Mi0 bÍdzie
takim elementem, øe mi0 R M 1. Poniewaø Mi0 “ Mi1 ‘ M 1

i1
, wiÍc mi0 “ mi1 ` m1

i1
, dla pewnych

mi1 P Mi1 , m1
i1

P M 1
i1
. Skoro i1 † i0, to Mi1 Ä M 1. Oczywiúcie teø M 1

i1
Ä M 1. Zatem mi0 P M 1, co daje

sprzecznoúÊ. ⇤
Twierdzenie 8.6. Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ, niech kaødy lewostronny idea≥ pierúcienia R
bÍdzie lewym unitarnym R-modu≥em projektywnym (lub, odpowiednio, wolnym). Wówczas kaødy podmo-
du≥ dowolnego lewego unitarnego R-modu≥u projektywnego jest projektywny (lub, odpowiednio, wolny).

Dowód. Poniewaø modu≥ projektywny jest podmodu≥em modu≥u wolnego, wystarczy pokazaÊ, øe pod-
modu≥ modu≥u wolnego jest projektywny (lub, odpowiednio,wolny).
Niech F bÍdzie modu≥em wolnym z bazπ tfi : i P Iu, zaú pI,§q zbiorem dobrze uporzπdkowanym,
niech Fi “ xtfj : j † iuy. Ustalmy podmodu≥ F 1 modu≥u F . Wówczas rodzina podmodu≥ów F 1

i
“ F 1

XFi

spe≥nia warunki (1) – (5) poprzedniego lematu wzglÍdem F 1.
Pokaøemy, øe F 1

i`1{F
1
i
sπ izomorficzne z idea≥ami pierúcienia R. Dla ustalonego i P I zdefiniujmy

odwzorowanie �i : tfj : j P Iu Ñ R warunkiem

�ipfjq “

#
0, gdy i ‰ j

1, gdy i “ j.

Istniejπ zatem homomorfizmy �˚
i
: F Ñ R takie, øe �˚

i
ætfj :jPIu “ �i, i P I. Wówczas ker�˚

i
X F 1

i`1 “ F 1
i
,

wiÍc F 1
i`1{F

1
i

“ F 1
i`1{ ker�˚

i
X F 1

i`1 – �˚
i
pF 1

i`1q Ä R. Ponadto �˚
i
pF 1

i`1q jest podmodu≥em modu≥u R, a
wiÍc idea≥em pierúcienia R.
Wobec za≥oøenia, modu≥y F 1

i`1{F
1
i
sπ projektywne (lub, odpowiednio, wolne). Stosujπc Twierdzenie

8.5 (lub, odpowiednio, odwo≥ujπc siÍ wprost do definicji modu≥u wolnego), otrzymujemy zatem, øe F 1

jest projektywny (lub, odpowiednio, wolny). ⇤
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Wniosek 8.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ, niech kaødy lewostronny idea≥ pierúcienia R bÍdzie
modu≥em wolnym. Wówczas kaødy lewy unitarny R-modu≥ projektywny jest wolny.

Przyk≥ady:

(2) Niech R bÍdzie pierúcieniem idea≥ów g≥ównych z jedynkπ. Wówczas kaødy lewy unitarny R-modu≥
projektywny jest wolny.

(3) Niech F bÍdzie cia≥em. Wówczas kaødy lewy unitarny F rxs-modu≥ projektywny jest wolny.

Definicja 8.2. PierúcieÒ R nazywamy pierúcieniem dziedzicznym, jeøeli kaødy podmodu≥ dowolnego
lewego R-modu≥u projektywnego jest projektywny.
PierúcieÒ R nazywamy pó≥prostym, jeøeli kaødy lewy R-modu≥ jest projektywny.

Definicja 8.3. Niech R bÍdzie pierúcieniem, J lewym R-modu≥em. Jeøeli dla kaødego R-modu≥u M i
homomorfizmu h : M Ñ J zachodzi nastÍpujπcy warunek: dla kaødego lewego R-modu≥u N i dla kaødego
monomorfizmu g : M Ñ N istnieje homomorfizm f : N Ñ J taki, øe h “ f ˝ g (inaczej: diagram

0 // M
g
//

h

✏✏

N

f
~~|

|

|

|

J

w którym górny wiersz jest dok≥adny, jest przemienny), to modu≥ J nazywamymodu≥em injektywnym.

Twierdzenie 8.7. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech tJi : i P Iu bÍdzie rodzinπ lewych R-modu≥ów.
Wówczas

±
iPI Ji jest modu≥em injektywnym wtedy i tylko wtedy, gdy Ji, i P I, sπ modu≥ami injektywnymi.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla modu≥ów projektywnych i pozo-
stawiamy go czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.
Poniewaø pojÍcia modu≥u wolnego nie da siÍ dualizowaÊ, to znaczy nie istnieje coú takiego jak modu≥
kowolny, wiÍc nie moøna udowodniÊ rezultatów dualnych do Wniosku 8.1 (to znaczy nie istnieje twier-
dzenie, orzekajπce øe “kaødy modu≥ kowolny jest modu≥em injektywnym”), ani do Uwagi 8.1 (to znaczy
nie istnieje twierdzenie orzekajπze, øe “modu≥ jest injektywny wtedy i tylko wtedy, gdy jest sk≥adnikiem
prostym modu≥u kowolnego”). Okazuje siÍ jednak, øe moøna dualizowaÊ UwagÍ 8.2, to znaczy moøna
udowodniÊ twierdzenie orzekajπce, øe “w kaødy modu≥ moøna zanurzyÊ pewien modu≥ injektywny”, skπd
z kolei wynika prosta dualizacja Twierdzenia 8.1 (1) i (2). Pozosta≥π czÍúÊ niniejszego wyk≥adu poúwiÍ-
cimy dowodowi takiej dualizacji, ograniczajπc siÍ wszakøe do przypadku lewych R-modu≥ów unitarnych
nad pierúcieniami z jedynkπ.
Zaczniemy od nastÍpujπcej charakteryzacji unitarnych modu≥ów injektywnych.

Twierdzenie 8.8 (lemat Baer’a). Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ, J lewym unitarnym R-
modu≥em. Wówczas J jest injektywny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaødego lewostronnego idea≥u I Ÿ R
wraz z kanonicznym zanurzeniem w : I ãÑ R i homomorfizmu h : I Ñ J istnieje homomorfizm f : R Ñ J
taki, øe

h “ f ˝ w.

Inaczej: diagram
0 // I

w
//

h

✏✏

R

f
���

�

�

�

J
jest przemienny.
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Dowód. Implikacja pñq wynika wprost z definicji modu≥u injektywnego, pozostaje wiÍc udowodniÊ im-
plikacjÍ pq. Rozwaømy diagram o dok≥adnym wierszu:

0 // M
g
//

h

✏✏

N

f
~~|

|

|

|

J.

Niech

S “ tpN 1, f 1
q : N 1

† N, im g Ä N 1, f 1 : N 1
Ñ J jest homomorfizmem takim, øe h “ f 1

˝ gæg´1pN 1qu

i zdefiniujmy w zbiorze S relacjÍ † warunkiem
pN 1, f 1

q † pN2, f 2
q wtedy i tylko wtedy, gdy N 1

Ä N2
^ f 2

æN 1 “ f 1.

Z ≥atwoúciπ sprawdzamy, øe S ‰ H, † jest relacjπ czÍúciowego porzπdku oraz øe kaødy ≥aÒcuch w S ma
ograniczenie górne. Tym samym, wobec lematu Kuratowskiego-Zorna, w S istnieje element maksymalny
pN0, f0q.
Pokaøemy, øe N0 “ N . Na odwrót, przypuúÊmy, øe istnieje n P N taki, øe n R N0. Niech N1 bÍdzie
podmodu≥em generowanym przez zbiór N0 Y tnu. Wówczas

N1 “ tn0 ` rn : n0 P N0, r P Ru.

Niech ponadto I “ tr P R : rn P N0u. Bez trudu sprawdzamy, øe I jest lewostronnym idea≥em pierúcienia
R, zaú odwzorowanie ↵ : I Ñ N0 dane wzorem ↵prq “ rn jest homomorfizmem. Rozwaømy diagram

0 // I
w
//

f0˝↵

  

A

A

A

A

A

A

A

A

↵

✏✏

R

f

✏✏

�

�

�

N0
f0

// J.

Wobec za≥oøenia istnieje homomorfizm f : R Ñ J taki, øe f ˝ w “ f0 ˝ ↵. Zdefiniujmy odwzorowanie
f1 : N1 Ñ J wzorem

f1pn0 ` nrq “ f0pn0q ` rfp1q.

Pokaøemy, øe f1 jest dobrze zdefiniowane. Za≥óømy bowiem, øe n0`rn “ n1
0`r1n. Wówczas pr´r1

qn “

n1
0 ´ n0 P N0, wiÍc r ´ r1

P I. Stπd f0pn1
0 ´ n0q “ f0ppr ´ r1

qnq “ f0 ˝↵pr ´ r1
q “ fpr ´ r1

q “ pr ´ r1
qfp1q,

wiÍc f0pn0q ` rfp1q “ f0pn1
0q ` r1fp1q.

Równie prosto sprawdzamy, øe f1 jest homomorfizmem. Tym samym pN1, f1q P S oraz pN0, f0q ¨
pN1, f1q, co daje sprzecznoúÊ. ⇤
Wniosek 8.3. Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ, J lewym unitarnym R-modu≥em. Wówczas J jest
injektywny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaødego lewostronnego idea≥u I Ÿ R i homomorfizmu h : I Ñ J
istnieje element j P J taki, øe

hprq “ rj, dla r P R.

Dowód. pñq: Ustalmy lewostronny idea≥ I Ÿ R wraz z w≥oøeniem w : I ãÑ R i rozwaømy diagram:

0 // I
w
//

h

✏✏

R

f
���

�

�

�

J
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W szczególnoúci, dla ustalonego r P I:

hprq “ f ˝ wprq “ fpwprqq “ fprq “ r ¨ fp1Rq

i moøemy przyjπÊ j “ fp1Rq.
pq: Ustalmy lewostronny idea≥ I Ÿ R wraz z w≥oøeniem w : I ãÑ R i rozwaømy diagram:

0 // I
w
//

h

✏✏

R

f
���

�

�

�

J

gdzie homomorfizm f : R Ñ J zdefiniowany jest wzorem fprq “ rj, dla r P R. Wobec lematu Baer’a
modu≥ J jest injektywny. ⇤
Twierdzenie 8.9. Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ, niechM bÍdzie lewym R-modu≥em unitarnym.
Wówczas istnieje modu≥ injektywny J , w który zanurza siÍ w M .

Dowód. Ustalmy pierúcieÒ z jedynkπ R i lewy unitarny R-modu≥ M . Rozwaømy rodzinÍ

F “ tpI,�q : I jest idea≥em lewostronnym pierúcienia R,� : I Ñ M jest homomorfizmemu.

Niech F “
∞

pI,�qPFxxpI,�qy, gdzie xxpI,�qy – R dla pI,�q P F , bÍdzie modu≥em wolnym o bazie txpI,�q :
pI,�q P Fu. Zdefiniujmy modu≥ Q1pMq “ F ˆ M{xtp´rxpI,�q,�prqq : pI,�q P F , r P Iuy oraz oznaczmy
przez ⌫ : F ˆ M Ñ Q1pMq epimorfizm kanoniczny dany wzorem

⌫pf,mq “ pf,mq ` xtp´rxpI,�q,�prqq : pI,�q P F , r P Iuy.

Wówczas oczywiúcie ker ⌫ “ xtp´rxpI,�q,�prqq : pI,�q P F , r P Iuy. Zdefiniujmy ponadto homomorfizm
w1 : M Ñ Q1pMq wzorem

w1pmq “ ⌫p0,mq

oraz, dla ustalonego pI,�q P F , parÍ homomorfizmów w� : R Ñ F ˆ M oraz �1 : R Ñ Q1pMq wzorami:

w�prq “ prxpI,�q, 0q

oraz
�1

prq “ ⌫ ˝ w�prq.

Wówczas, dla ustalonych pI,�q P F oraz r P R:

�1
prq “ ⌫prxpI,�q, 0q “ ⌫p0,�prqq “ w1p�prqq,

a zatem, dla ustalonego pI,�q P F , diagram

I
w

//

�

✏✏

R

�
1

✏✏

w�
xxr

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

F ˆ M
⌫

%%

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

M

◆2

;;

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w1

// Q1pMq

jest przemienny, przy czym ◆2 : M Ñ F ˆ M oznacza tu kanoniczne w≥oøenie.
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Pokaøemy, øe w1 jest monomorfizmem. Ustalmy w tym celu m P kerw1. Wówczas p0,mq P ker ⌫, a
wiÍc dla pewnych pI1,�1q, . . . , pIn,�nq P F i dla pewnych r1, . . . , rn P R zachodzi:

p0,mq “

nÿ

i“1

p´rixpIi,�iq,�ipriqq.

Poniewaø modu≥ F jest wolny, wiÍc w szczególnoúci r1 “ . . . “ rn “ 0, skπd �ipriq “ 0, dla i P t1, . . . , nu,
a tym samym m “ 0.
Wobec tego moøemy identyfikowaÊ elementy m P M i w1pmq P Q1pMq. Tym samym, dla ustalonego

pI,�q P F i dla r P I:
�prq “ w1p�prqq “ vpw�prqq “ r ¨ v ˝ w�p1Rq,

czyli �prq “ r ¨ j, dla pewnego j P Q1pMq.
Zdefiniujmy liczbÍ ↵ warunkiem |R| “ @↵, gdyR jest nieskoÒczony oraz ↵ “ ´1, gdzyR jest skoÒczony.
Dla dowolnej liczby porzπdkowej ⇠ † !↵`1 definiujemy rekurencyjnie

‚ Q0pMq “ M ,
‚ Q⇠pMq “ Q1pQ⇣pMqq, gdy ⇠ “ ⇣ ` 1,
‚ Q⇠pMq “

î
⌘†⇠

Q⌘pMq, gdy ⇠ jest graniczna.
Niech

J “

§

⇠†!↵`1

Q⇠pMq.

Oczywiúcie M ãÑ J .
Pokaøemy, øe Q jest injektywny. Ustalmy lewostronny idea≥ I Ÿ R i homomorfizmu h : I Ñ J .
Wówczas |imh| § @↵, wiÍc dla pewnej liczby porzπdkowej ⇠ † !↵`1 zachodzi imh Ä Q⇠pMq. Rozwaømy
diagram:

I
w

//

�

✏✏

R

�
1

✏✏

w�
ttj

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

F ˆ Q⇠pMq

⌫

$$

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

imh

✏✏

Q⇠pMq

◆2

@@

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

w1

// Q1pQ⇠pMqq “ Q⇠`1pMq

Istnieje zatem przed≥uøenie �1 : R Ñ Q⇠`1pMq Ä J homomorfizmu h, a wiÍc h jest postaci

hprq “ r ¨ j,

dla pewnego j P J . Wobec Wniosku 8.3, modu≥ J jest injektywny. ⇤

Twierdzenie 8.1 (1) i (2) moøna teraz prosto zdualizowaÊ w nastÍpujπcy sposób:

Twierdzenie 8.10. Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ, J lewym unitarnym R-modu≥em. NastÍpujπce
warunki sπ równowaøne:
(1) modu≥ J jest injektywny;
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(2) kaødy ciπg dok≥adny
0 Ñ J

f

›Ñ M
g

›Ñ N Ñ 0

rozszczepia siÍ;
(3) J jest sk≥adnikiem prostym kaødego modu≥u, którego jest podmodu≥em.

Dowód. p1q ñ p2q: Za≥óømy, øe ciπg
0 Ñ J

f

›Ñ M
g

›Ñ N Ñ 0

jest dok≥adny. W szczególnoúci, w diagramie

0 // J
f
//

idJ

✏✏

M

h
~~
~

~

~

~

J

wiersz jest dok≥adny, istnieje wiÍc homomorfizm h : M Ñ J taki, øe h ˝ f “ idJ . Wobec Twierdzenia 5.1
ciπg 0 Ñ J

f

›Ñ M
g

›Ñ N Ñ 0 rozszczepia siÍ.
p2q ñ p3q: Dla dowolnego modu≥u M , dla którego J jest podmodu≥em, ciπg

0 Ñ J
Ä
›Ñ M


›Ñ M{J Ñ 0

jest rozszczepialnym ciπgiem dok≥adnym, wiÍc im J – J jest sk≥adnikiem prostym M .
p3q ñ p1q: Wobec Twierdzenia 8.9 J jest podmodu≥em pewnego modu≥u injektywnego Q. Wobec (3)
oraz Twierdzenia 8.7, J jest injektywny. ⇤
Na zakoÒczenie podamy jeszcze zastosowanie Wniosku 8.3 (a wiÍc, poúrednio, lematu Baer’a) do
wskazania waønego przyk≥adu modu≥ów injektywnych.

Definicja 8.4. Niech pD,`q bÍdzie grupπ abelowπ. GrupÍ D nazywamy podzielnπ, jeøeli

@y P D@n P Zzt0uDx P Dpnx “ yq.

Przyk≥ad:

(1) Grupa Q jest podzielna.
Uwaga 8.3. Kaøda grupa abelowa podzielna jest Z-modu≥em injektywnym.
Dowód. Niech pD,`q bÍdzie grupπ abelowπ podzielnπ. Jedynymi idea≥ami pierúcienia Z sπ idea≥y g≥ówne
pnq, n P Z, a zatem jeøeli h : pnq Ñ D jest homomorfizmem, to istnieje x P D takie, øe hpnq “ nx.
Zdefiniujmy f : Z Ñ D wzorem

fpmq “ mx.

Wówczas f jest homomorfizmem oraz h “ f ˝ w, gdzie w : pnq ãÑ Z jest kanonicznym w≥oøeniem. ⇤


