Morfizmy

Definicja

Niech C bedzie kategorig. Obiekt I kategorii C nazywamy
obiektem poczatkowym (lub uniwersalnym ), jezeli dla
kazdego obiektu C' kategorii C istnieje dokiadnie jeden morfizm
I5C.

Obiekt T' kategorii C nazywamy obiektem koncowym (lub
kouniwersalnym), jezeli dla kazdego obiektu C kategorii C
istnieje doktadnie jeden morfizm C N

Obiekt Z kategorii C nazywamy obiektem zerowym, jezeli
jest rownoczesnie obiektem poczgtkowym i koricowym.



Uwaga

Niech C bedzie kategorig, niech {A; : i € I} bedzie rodzing
obiektow kategorii C. Niech D bedzie kategoriq, ktorej obiektams
sq pary (B,{f; i€ I}), gdzie B LN A; sqg morfizmami w
kategorii C, i € I, za$ morfizmy z klasy
Hom((B,{fi:i€1I}),(C,{g;:i€1})) zdefiniowane sq jako
morfizmy B LNy kategorii C takie, Ze

gioh = f;.

Wowczas produkt | [,c; A; istnieje w kategorii C wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje obiekt koncowy
(I Licy Ais {mi s i€ I}) w kategorii D.



Uwaga

Niech C bedzie kategorig, niech {A; : i € I} bedzie rodzing
obiektow kategorii C. Niech D bedzie kategoriq, ktorej obiektams
sq pary (B,{f; i€ I}), gdzie A; i, sq morfizmami w
kategorii C, i € I, za$ morfizmy z klasy
Hom((B,{fi:i€1I}),(C,{g;:i€1})) zdefiniowane sq jako
morfizmy B LNy kategorii C takie, Ze

ho fi = gi.

Wowczas koprodukt | [,.; Ai istnieje w kategorii C wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje obiekt poczgtkowy
(I Lics Ais {vi - i € I}) w kategorii D.



Uwaga

Niech C bedzie kategorig konkretng, niech F' bedzie obiektem
kategorii C, niech X bedzie niepustym zbiorem, niech f: X — F
bedzie odwzorowaniem zbiorow. Niech D bedzie kategorig, ktorej
obiektami sq pary (B, g), gdzie g : X — B sq funkcjami miedzy
zbiorami, zas morfizmy z klasy Hom((B, g), (C,h)) zdefiniowane
sq jako morfizmy B 20 kategorii C takie, Ze

pog=nh.

Wowczas F jest obiektem wolnym w kategorii C wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje obiekt poczatkowy (F, f) w kategorii D.



Uwaga

Niech C bedzie kategorig, niech C' € Ob(C), niech 0 bedzie
obiektem zerowym. Wowczas:

1.

jednoznacznie wyznaczony morfizm 0 — C' jest
monomorfizmem kategoryjnym;

jednoznacznie wyznaczony morfizm C — 0 jest
epimorfizmem kategoryjnym.



Definicja i uwaga
Niech C bedzie kategorig, niech 0 bedzie obiektem zerowym.
Wowczas dla kazdej pary obiektéw C, D € Ob(C) istnieje

0
doktadnie jeden morfizm C 2, D taki, ze
foO0cp=0¢E oraz0cpog=0gp,

dla dowolnych morfizméw h € Hom(D, E) oraz g € Hom(B,C).
Morfizm Oc,p nazywamy morfizmem zerowym.



Definicja:

Niech C bedzie kategoria, niech C, D € Ob(C), niech C' é’) D
g

beda morfizmami. Ekwalizatorem (lub jadrem réznicy)
pary f,g nazywamy pare (E,e) zlozona z obiektu E i morfizmu
E S C takich, ze

1. foe=goe;

2. jesli A jest dowolnym obiektem, a A LNV jest morfizmem
takim, ze

foh=goh,

to wowczas istnieje dokladnie jeden morfizm A rE taki,
z€e

eoh = h.



Innymi stowy diagram

f
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jest przemienny.



Koekwalizatorem (lub kojadrem réznicy) pary f, g
nazywamy pare (Q, q) ztozona z obiektu F i morfizmu D 5 Q
takich, ze
L.gof=gqoug;
2. jesli F' jest dowolnym obiektem, a D LAy jest morfizmem
takim, ze
kof—kog,

to wowczas istnieje doktadnie jeden morfizm @ 5 F taki,
ze

koqg=k.



Innymi stowy diagram

jest przemienny.



Uwaga

Niech C bedzie kategorig, niech C, D € Ob(C), niech C é’, D
g
bedg morfizmami, niech (E,e) bedzie ekwalizatorem, a (Q,q)

koekwalizatorem pary f,g. Wowczas:
1. e jest monomorfizmem kategoryjnym,;

2. q jest epimorfizmem kategoryjnym.



Definicja
Niech C bedzie kategorig, niech 0 bedzie obiektem zerowym,

niech C, D € Ob(C), niech C Lp bedzie morfizmem. Jadrem
morfizmu f nazywamy ekwalizator (E,e) pary f,0c.p.
FEkwalizator (E,e) oznaczamy wowczas (Ker f, ker f).
Kojadrem morfizmu f nazywamy koekwalizator (Q,q) pary

f,0c.p. Koekwalizator (Q,q) oznaczamy wowczas
(Coker f, coker f).



Whniosek

Niech C bedzie kategorig, niech 0 bedzie obiektem zerowym,

niech C, D € Ob(C), niech C ERY) bedzie morfizmem. Wowczas:
1. ker f jest monomorfizmem oraz f oker f = Okerf.D;

2. coker f jest epimorfizmem oraz coker f o f = 0c cokerf-



Definicja:

Niech C bedzie kategoria, niech A, B, Z € Ob(C).
Niech A L Z oraz B % 7 beda morfizmami. Pulbakiem (lub
produktem wiéknistym albo kwadratem kartezjanskim)
pary f, g nazywamy tréjke (P, p,q) zlozong z obiektu P oraz
morfizméw P 2 A oraz P L B takich, ze:
L. fop=gog
2. dla dowolnego obiektu @ wraz z morfizmami ) — A oraz
Q 3 B takimi, ze for = g o s, istnieje dokladnie jeden
morfizm @ — P taki, ze r = pow oraz s = q o u;



innymi stowy nastepujacy diagram:

P——2B

hS]

g

A——s7
f

jest przemienny. Obiekt P oznaczamy przez A Xz B, o
morfizmie p méwimy, ze jest pulbakiem g wzdluz f, a o
morfizmie ¢, ze jest pulbakiem f wzdtuz g.



Niech Z > A oraz Z % B beda morfizmami. Puszautem (lub
koproduktem wléknistym albo kwadratem
kokartezjanskim) pary f, g nazywamy trojke (P,p, q) ztozona
z obiektu P oraz morfizméw A & P oraz B > P takich, ze:

L. pof=gqoy;
2. dla dowolnego obiektu @ wraz z morfizmami A - Q oraz

B 3 Q takimi, ze r o f = s 0 g, istnieje dokladnie jeden
morfizm P 5 Q taki, ze r =uoporaz s = o q;



innymi stowy nastepujacy diagram:
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p
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f

jest przemienny. Obiekt P oznaczamy przez A uyz B, o
morfizmie p méwimy, ze jest puszautem g wzdluz f, a o
morfizmie ¢, ze jest puszautem f wzdluz g.



Uwaga
Niech C bedzie kategorig. Wowczas w kategorii C istniejq

produkty binarne i ekwalizatory wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq
w niej pulbaksi.



Uwaga
Niech C bedzie kategorig. Wowczas w kategorii C istniejq

koprodukty binarne i koekwalizatory wtedy i tylko wtedy, gdy
1stniejq w niej puszauty.



