Zestaw zadan 2: Moduly.

. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, R = {N;:i € I} rodzina podmodutow
modutu M. Pokazaé, ze woéwczas:

a. ﬂieIN,- jest podmodutem modutu M,
b. U, i jest podmodulem modutu M wtedy i tylko wtedy, gdy R jest laricuchem.

. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modulem, niech S C M. Pokazaé, ze woéwczas:
(SYy={a1s1+...4ansn+biti+... +bntm:a, €R,5,€5,b;€Z,t;€5}.

Ponadto pokazaé, ze jesli R jest pierscieniem z jedynka, a M lewym unitarnym R-modutem,
to wowczas:

(S)={ars1+...4+ansn:a;, €R,s,€85}.
. Niech R bedzie pierécieniem, M lewym R-modutem, niech N1, No < M. Pokazaé, ze wowczas
<N1 U N2> = {n1 +ng:ny € Ni,no € NQ}

. Wskazaé¢ przyktad skonczenie generowanego modutu, ktory nie jest skoriczenie generowang
grupg abelowa.

. Niech R i S beda pierscieniami, niech ¢: R— S bedzie homomorfizmem pierscieni. Pokazac,
ze dowolny S-modul M moze by¢ wyposazony w strukture R-modutu poprzez zdefiniowanie
dziatania rm, rin R, m € M jako ¢(r) m.

. Niech R bedzie pier§cieniem, I < R idealem dwustronnym, M niech bedzie lewym R-
modutem. Pokazaé, ze M /I M jest R/I-modulem z dzialaniem zewnetrznym (r +I) (a +
TA)y=ra+1A.

. Pokazaé¢, ze homomorfizm moduléw jest réznowartosciowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest
homomorfizmem kategoryjnym.

. Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modutami, ¢: M — N homomorfizmem
moduléw, niech My < M, Ny < N. Pokazaé, ze wowczas:

a. ¢(Mp) <N;
b. ¢~L(N)) < M.

. Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modulami, 7: M — N homomorfizmem
surjektywnym modutéw i niech K =ker 7. Oznaczmy

M={My: My < Moraz K C My},N ={N;:N;<N}.
Pokazaé, ze wowczas odwzorowania
¢Z M —)N, ¢(M1) =7T(M1),

VN =N (Ny) :ﬂfl(N) 1)

sa wzajemnie odwrotne.
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Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modulem, N < M. Oznaczmy
m+N={m+nneN},
M/N={m+N:meM}
i w zbiorze M /N okreslmy dziatania dodowania i mnozenia zewnetrznego:
(m1+N)+(ma+N)=(m1+m2) + N,
a(m+N)=am+N.
Pokazaé, ze wowczas M /N jest lewym R-modulem.

Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, N C M. Pokazaé, ze wowczas N < M
wtedy i tylko wtedy, gdy N jest jadrem pewnego homomorfizmu.

Niech R bedzie pierscieniem, M, N1, No lewymi R-modutami, ¢;: M — N; homomorfizmem
surjektywnym, ¢o: M — Ny homomorfizmem.

a. Pokazaé, ze jesli istnieje homomorfizm 1: Ny — Ny taki, ze 1) o ¢1 = ¢, to ker ¢p1 C
ker ¢o.

b. Pokazac, ze jesli ker ¢y C ker ¢, to istnieje doktadnie jeden homomorfizm 1): N1 — No
taki, ze ¥ o ¢1 = ¢2. Ponadto wowczas Im ¢ =1Im ¢y oraz ker 1p = ¢y (ker ¢2).

Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, N7, No < M. Pokazaé, ze wowczas
Nl/NlﬁNQE(N1+N2)/N2.

Niech R bedzie pierécieniem, M lewym R-modulem, Ny, No < M, N7 C N». Pokazaé, ze
wowczas

M /Ny~ (M /Ny)/ (N2 Ny).

Niech R bedzie pierscieniem z jedynka, M lewym unitarnym R-modulem cyklicznym.
Pokaza¢, ze wowczas M = R/ 1, gdzie I < R jest pewnym idealem lewostronnym.



