
Zestaw zada« 1: powtórka z algebry liniowej.

1. Sprawdzi¢, które z poni»szych podzbiorów przestrzeni K4 s¡ podprzestrzeniami, je±li K jest
dowolnym ciaªem.

(a) U = f[t; t+1; 0; 1]: t2Kg;

(b) U = f[t; u; t+u; t¡u]: t; u2Kg;

(c) U = f[t u; u; t; 0]: t; u2Kg;

(d) U = f[x; y; z; t]:x+ y¡ z=0g;

(e) U = f[x; y; z; t]:x y=0g;

(f) U = ft[1; 0; 1; 0]+u [0;¡1; 0; 1]: t; u2Kg.

2. Pokaza¢, »e R4=U1�U2, je±li

(a) U1 jest zbiorem rozwi¡za« równania of x1+x2+x3+x4=0 oraz U2= lin

0BB@
2664
1
1
1
1

3775
1CCA;

(b) U1 jest zbiorem rozwi¡za«
�
x1+2x2¡x3+3 x4=0
¡x1+x2+x3=0

oraz U2= lin

0BB@
2664

0
2
¡1
1

3775;
2664
1
1
1
1

3775
1CCA.

3. Sprawdzi¢, czy wektory � oraz � s¡ kombinacjami liniowymi ukªadu wektorów A przestrzeni
R4, je±li

(a) A=

0BB@
2664

1
1
1
¡1

3775;
2664
2
1
1
1

3775;
2664
5
3
2
0

3775
1CCA, �=

2664
9
6
5
¡1

3775, �=
2664
9
6
5
0

3775;

(b) A=

0BB@
2664

1
1
1
¡1

3775;
2664
2
1
1
1

3775;
2664
5
3
2
0

3775;
2664
1
0
0
2

3775
1CCA, �=

2664
9
6
5
¡1

3775, �=
2664
9
6
5
0

3775.
4. Sprawdzi¢, czy ukªad wektorów (�1; :::; an) przestrzeni K4 jest liniowo niezale»ny, je±li

(a) K =Z7, �1=

2664
1
2
3
1

3775, �2=
2664
4
1
5
4

3775, �3=
2664
2
1
3
4

3775, �4=
2664
5
4
2
2

3775;

(b) K =R, �1=

2664
1
2
3
1

3775, �2=
2664
4
1
5
4

3775, �3=
2664
2
1
3
4

3775, �4=
2664

6
3
10
5

3775;

(c) K=C, �1=

2664
1
i
3
¡i

3775, �2=
2664
4
1
5
4

3775, �3=
2664

4+ i
0

5+ 3 i
5

3775, �4=
2664

5
2 i
i
2

3775;

(d) K =Z5, �1=

2664
1
2
3
1

3775, �2=
2664
4
1
5
4

3775, �3=
2664
2
1
3
4

3775, �4=
2664
5
4
2
2

3775.
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5. Sprawdzi¢, »e wektory �1; :::; �n tworz¡ baz¦ przestrzeni Qn i wyznaczy¢ wspóªrz¦dne
wektora � w tej bazie, je±li

(a) n=3; �1=

24 1
1
1

35 , �2=

24 1
1
2

35 , �3=

24 1
2
3

35, �=
24 6

9
14

35;
(b) n=3; �1=

24 2
1
¡3

35 , �2=

24 3
2
¡5

35, �3=
24 1
¡1
1

35 , �=

24 6
2
¡7

35;

(c) n=4; �1=

2664
1
2
¡1
¡2

3775, �2=
2664

2
3
0
¡1

3775, �3=
2664
1
2
1
4

3775 , �4=

2664
1
3
¡1
0

3775, �=
2664

7
14
¡1
2

3775.
6. Wyznaczy¢ baz¦ i wymiar podprzestrzeni lin(�1; �2; :::; �n) przestrzeni Q4 je±li:

(a) �1=

2664
5
2
¡3
1

3775 , �2=

2664
4
1
¡2
3

3775 , �3=

2664
1
1
¡1
2

3775 , �4=

2664
3
4
¡1
2

3775;

(b) �1=

2664
2
¡1
3
5

3775, �2=
2664

4
¡3
1
3

3775, �3=
2664

3
¡2
3
4

3775 , �4=

2664
4
¡1
15
17

3775, �5=
2664

7
¡6
¡7
0

3775;

(c) �1=

2664
1
2
3
¡4

3775, �2=
2664

2
3
¡4
1

3775, �3=
2664

2
¡5
8
¡3

3775, �4=
2664

5
26
¡9
¡12

3775, �5=
2664

3
¡4
1
2

3775.
7. Wyznaczy¢ bazy podprzestrzeni U1+U2 oraz U1\U2 przestrzeni R4, je±li:

(a) U1= lin

0BB@
2664
1
1
2
0

3775;
2664
¡1
0
1
1

3775;
2664

3
2
3
¡1

3775
1CCA, U2=

8>><>>:
2664
x1
x2
x3
x4

37752R4:x1+x2¡ 2 x3+x4=0

9>>=>>;;

(b) U1= lin

0BB@
2664

2
1
¡1
1

3775;
2664

3
0
1
¡1

3775;
2664

4
¡1
1
¡3

3775
1CCA, U2=

8>><>>:
2664
x1
x2
x3
x4

37752R4:x1¡x2+x3+x4=0

9>>=>>;;

(c) U1=

8>><>>:
2664
x1
x2
x3
x4

37752R4: 2 x1¡x2+x3¡ 2 x4=0

9>>=>>;, U2= lin

0BB@
2664

2
1
¡1
1

3775;
2664
¡1
0
2
1

3775;
2664
4
3
1
5

3775
1CCA;

(d) U1= lin

0BB@
2664
1
2
3
1

3775;
2664
2
1
2
3

3775;
2664
3
3
5
4

3775;
2664
3
0
1
5

3775
1CCA, U2= lin

0BB@
2664
1
2
1
1

3775;
2664
1
0
0
0

3775;
2664
0
1
0
0

3775
1CCA.

8. Które z odwzorowa« ':Kn!Km s¡ liniowe, je»eli:

(a) n=m=3, '

0@24 x
y
z

351A=
24 x+ z

2x+ z
3x¡ y+ z

35; (b) n=m=3, '

0@24 x
y
z

351A=
24 x
y+1
z+2

35;
2



(c) n=m=3, '

0@24 x
y
z

351A=
24 2 x+ y

x+ z
z

35; (d) n=m=3, '

0@24 x
y
z

351A=
24 x¡ y+ z

z
y

35;

(e) n=4, m=3, '

0BB@
2664
x
y
z
t

3775
1CCA=

24 x¡ y+2 t
2x+3 y+5 z¡ t

x+ z¡ t

35;

(f) n=4, m=3, '

0BB@
2664
x
y
z
t

3775
1CCA=

24 x¡ y+2 t
2 x¡ 3 y+5 z¡ t

x¡ z¡ t

35;

(g) n=m=4, '

0BB@
2664
x
y
z
t

3775
1CCA=

2664
x+3 y¡ 2 t
x+ y+ z
2 y+ t
y+ z

3775;

(h) n=m=4, '

0BB@
2664
x
y
z
t

3775
1CCA=

2664
x+3 y¡ 2 t
x+ y+ z
2 y¡ 3 t

2 x+4 y+ z¡ 2 t

3775;

(i) n=m=3, '

0@24 x
y
z

351A=
24 x+ z

2x z
3 x¡ y+ z

35.
Je±li ' jest odwzorowanie liniowym, sprawdzi¢ czy jest monomor�zmem lub epimor�zmem
oraz wyznaczy¢ jego j¡dro i obraz.

9. Niech V ;V1; V2;W b¦d¡ przestrzeniami liniowymi i niech V =V1�V2. Pokaza¢, »e dla ka»dej
pary odwzorowa« liniowych 'i: Vi!W , i = 1; 2, istnieje dokªadnie jedno przeksztaªcenie
liniowe ':V !W takie, »e 'jVi='i. Je±li V =W oraz '1= IdV1; '2=¡IdV2 to ' nazywamy
symetri¡ przestrzeni V1 wzdªu» V2 . Je±li '1= IdV1, oraz '2 jest odwzorowaniem zerowym,
to ' nazywamy rzutem przestrzeni V na V1 wzdªu» V2 .

10. Niech V = V1� V2. Wyznaczy¢ j¡dra i obrazy symetrii przestrzeni V1 wzdªu» V2 oraz rzutu
przestrzeni V na V1 wzdªu» V2.

11. Przeksztaªcenie liniowe ': K2 ! K3 dane jest wzorem '

��
x
y

��
=

24 2 x+3 y
x¡ y
3 y

35. Wyz-

naczy¢:

(a) obrazy nast¦puj¡cych podprzestrzeni: K2, lin
��

1
0

��
, lin

��
0
1

��
, lin

��
1
1

��
,��

x
y

�
2K2: 2x+3 y=0

�
;

(b) przeciwobrazy nast¦puj¡cych podprzestrzeni: K3,

8<:
24 0
0
0

359=;, lin

0@24 2
1
3

351A, lin
0@24 2

1
0

351A,
lin

0@24 3
¡1
3

35;
24 0
1
0

351A,
8<:
24 x
y
z

352K3:x+ y+ z=0

9=;.

12. Wyznaczy¢:

(a) symetri¦ w R2 przestrzeni lin
��

1
2

��
wzdªu» lin

��
0
1

��
;

3



(b) symetri¦ w R3 przestrzeni lin

0@24 1
1
0

35;
24 0
1
2

351Awzdªu» lin

0@24 1
1
1

351A;
(c) rzut przestrzeni R2 na lin

��
2
3

��
wzdªu» lin

��
¡1
1

��
;

(d) rzut przestrzeni R3 na lin

0@24 1
0
1

351Awzdªu» lin

0@24 1
1
1

35;
24 ¡1

1
2

351A.

13. W przestrzeni K3 rozwa»my bazy A3 =

0@24 1
1
0

35;
24 ¡1

2
1

35;
24 1
0
1

351A
oraz B3 =

0@24 1
0
0

35;
24 0
1
0

35;
24 0
0
1

351A, za± w przestrzeni K4 bazy

A4=

0BB@
2664
2
1
0
1

3775;
2664

1
1
¡1
1

3775;
2664
0
1
2
0

3775;
2664
¡2
0
0
0

3775
1CCA oraz B4=

0BB@
2664
1
0
0
0

3775;
2664
0
1
0
0

3775;
2664
0
0
1
0

3775;
2664
0
0
0
1

3775
1CCA. Wyznaczy¢

macierz odwzorowania liniowego ':Kn!Km w bazach An oraz Bm (An oraz Am; Bn oraz
Bm; Bn oraz Am), je±li:

(a) n=m=3, '

0@24 x
y
z

351A=
24 x+ z

2x+ z
3 x¡ y+ z

35; (b) n=m=3, '

0@24 x
y
z

351A=
24 x¡ y+ z

y
z

35;

(c) n=4;m=3, '

0BB@
2664
x
y
z
t

3775
1CCA=

24 x¡ y+2 t
2x+3 y+5 z¡ t

x+ z¡ t

35;

(d) n=4;m=3, '

0BB@
2664
x
y
z
t

3775
1CCA=

24 x¡ y+2 t
2x¡ 3 y+5 z¡ t

x¡ z¡ t

35;

(e) n = 3; m = 4, '

0@24 x
y
z

351A =

2664
x+3 y¡ 2 z
x+ y+ z

2 y
y+ z

3775; (f) n = 3; m = 4, '

0@24 x
y
z

351A =2664
x+3 y¡ 2 z
x+ y+ z
2 y¡ 3 z

2 x+4 y+ z

3775.
14. Niech ':K3!V1 b¦dzie rzutem, za±  :K3!K3 symetri¡ V1 wzdªu» V2, gdzie:

(a) V1= lin("1; "2), V2= lin("1+ "3);

(b) V1= lin("1; "2), V2= lin("2+ "3);

(c) V1= lin("1+ "2; "2), V2= lin("1+ "3).

Wyznaczy¢ macierz ' w bazach ("1; "2; "3) przestrzeni K3 oraz ("1; "2) przestrzeni V1.
Wyznaczy¢ macierz  w bazach ("1; "2; "3) oraz ("1; "2; "1+ "3) przestrzeni K3.

15. Rozwa»my przestrze« Rn z bazami A oraz B. Oznaczmy przez E baz¦ kanoniczn¡
("1; "2; :::; "n). Wyznaczy¢ macierze przej±cia od E do A, od E do B, od A do E oraz od A
do B, je±li:

4



(a) n=2, A=
��

1
2

�
;

�
¡3
5

��
, B=

��
¡1
6

�
;

�
0
4

��
;

(b) n=3, A=

0@24 8
¡6
7

35;
24 ¡16

7
¡13

35;
24 9
¡3
7

351A, B=
0@24 1

¡2
1

35;
24 3
¡1
2

35;
24 2
1
2

351A;

(c) n=4, A=

0BB@
2664
1
0
1
1

3775;
2664
¡1
1
0
0

3775;
2664
2
0
1
0

3775;
2664
0
0
0
1

3775
1CCA, B=

0BB@
2664
1
2
0
0

3775;
2664
¡1
0
2
1

3775;
2664
1
1
1
1

3775;
2664
1
0
0
0

3775
1CCA.

16. Wyznaczy¢ macierz odwzorowania ':K3!K3 w bazie ("1; "2+ "3; "1+ "2) je»eli macierz¡
' w bazie

(a) ("1; "2; "3), (b) ("1+ "2; "2; "3)

jest

24 1 0 0
0 2 0
0 0 3

35.
17. Endomor�zm '2End(C2) ma nast¦puj¡c¡ macierz w bazie A=

��
1
1

�
;

�
0
i

��
:

(a)
�
3 4
5 2

�
; (b)

�
2 1
¡1 5

�
.

Wyznaczy¢ warto±ci wªasne i wektory wªasne endomor�zmu '. Jak zmieni si¦ rozwi¡zanie,
je»eli zaªo»ymy, »e A jest baz¡ kanoniczn¡? A jak, je»eli zaªo»ymy, »e '2End(R2)?

18. A jest macierz¡ endomor�zmu ' 2 End(Cn) w bazie kanonicznej. Wyznaczy¢ warto±ci
wªasne i wektory wªasne '. O ile jest to mo»liwe, wyznaczy¢ baz¦ Cnzªo»on¡ z wektorów
wªasnych ' oraz macierz C 2GL(n;C) tak¡, »e macierz C¡1AC jest diagonalna.

n=2 : (a) A=

�
0 2
¡3 5

�
; (b) A=

�
1 1
¡1 3

�
; (c) A=

�
1 2
2 ¡2

�
; (d) A=

�
3 4
5 2

�
;

n=3 : (e) A=

24 0 2 1
¡2 0 3
¡1 ¡3 0

35; (f) A=

24 0 0 1
0 1 0
1 0 0

35; (g) A=

24 3 1 0
¡4 ¡1 0
4 ¡8 ¡2

35;

n=4 : (h) A=

2664
0 0 0 1
0 0 2 0
0 3 0 0
4 0 0 0

3775; (i) A=

2664
0 0 0 0
0 0 1 0
0 2 0 0
3 0 0 0

3775; (j) A=

2664
1 1 2 3
0 2 2 4
0 0 1 ¡2
0 0 0 2

3775;

(k) A=

2664
1 1 2 3
0 1 1 2
0 0 2 0
0 0 0 2

3775; (l) A=

2664
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
¡6 1 7 ¡1

3775; (m) A=

2664
1 1 0 0
3 0 1 0
¡1 0 0 1
¡2 0 0 0

3775.
19. Wyznaczy¢ wzór na An, je»eli A równe jest

(a)
�
1 2
2 2

�
; (b)

�
0 2
¡3 5

�
; (c)

�
1 1
¡1 3

�
; (d)

�
1 2
2 ¡2

�
.

20. Wyznaczy¢ wzór na an, je»eli

(a) a0=0, a1=1, an+2= an+1+ an (ci¡g Fibonacciegio);

(b) a0=1, a1=2, an+2=3 an¡ 2 an+1.
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