Zestaw zadan 1: powtorka z algebry liniowej.

1. Sprawdzi¢, ktore z ponizszych podzbioréw przestrzeni K* sa podprzestrzeniami, jesli K jest
dowolnym ciatem.

() U={[t,t+1,0,1]:t € K };

(b) U=A{[t,u,t+u,t—u]:t,ue K};

() U={[tu,u,t,0]:t,uc K};

(d) U=A{[z,y,2z, tl:x+y—2=0}

(e) U={[z,y,2,t]:zy=0}

(f) U={t[1,0,1,0] +u [0, ~1,0,1):t,uc K}.

2. Pokazaé, ze R*=U; @ Uy, jesli

(a) Uy jest zbiorem rozwiazan réwnania of z1+ z2+ x3+ 4 =0 oraz Us =lin
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(b) U jest zbiorem rozwigzan { 4
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oraz Us=lin {

3. Sprawdzié¢, czy wektory « oraz 8 sa kombinacjami liniowymi uktadu wektoréw A przestrzeni

R4, jesli
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4. Sprawdzi¢, czy uktad wektoréw (au, ..., a,) przestrzeni K* jest liniowo niezalezny, jesli
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5. Sprawdzi¢, ze wektory ajq, ..

wektora 8 w tej bazie, jesli

[ 1 1
(a)n=3;au=| 1 |,a=|1

., oy, tworza baze przestrzeni Q" i wyznaczyé wspolrzedne

1 2

[ 2 3 1 6
b)n=3,a1=| 1 , Qo= 2 |,az=| =-11,8=| 2 |[;

| —3 -5 1 -7
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(C)TL:4, a1 = 2 , Qg = 3 , Q3= 2 , Qg = 3 7B: 14 .
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-2 -1 4 0 2

6. Wyznaczy¢ baze 1 wymiar podprzestrzeni lin(aq, asg, ...
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(a) n=m=3, ¢ .i =

, @) przestrzeni Q% jesli:
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Ktore z odwzorowan ¢: K™ — K™ sa liniowe, jezeli:

T+z x x
22+z [s(b)n=m=3, 0| |y ||=|y+l [;
3z —y+=z z 242



10.

11.

12.

T 2x+y T r—y+z

(gn=m=3, 0| |y |]|=| z+2z |;( dn=m=3,¢||y |]|= z ;
z z z Y
] Ty +2t
(e)n=4, m=3, ¢ [Z| =| 2z4+3y+5z—1
TH+z—1
t
[m r—y+2t
(H)n=4,m=3, ¢ [Z =| 22-3y+5z—t |;
rT—z—1
t_
[z | -x+3y—2t]
o Y . r+y+z .
|t ] y+z
[ 2 ] i r+3y—2t ]
o Y . T+y+=z .
(h) n=m=4, ¢ e = 2y — 3¢ ;
|t ] | 2o +4y+2—-2t
x T+z
)n=m=3,¢|| vy = 2x 2z
z 3r—y+=z

Jesli ¢ jest odwzorowanie liniowym, sprawdzi¢ czy jest monomorfizmem lub epimorfizmem
oraz wyznaczy¢ jego jadro i obraz.

Niech V', V1, Vo, W beda przestrzeniami liniowymi i niech V =V, @ V5. Pokazacé, ze dla kazdej
pary odwzorowan liniowych ¢;: V; — W, ¢ =1, 2, istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie
liniowe @: V — W takie, ze |y, =p;. Jesli V=W oraz ¢ =1dy;, p2 = —Idy, to ¢ nazywamy
symetrig przestrzeni Vi wzdtuz V5 . Jesli ;1 =1dy;, oraz g jest odwzorowaniem zerowym,
to ¢ nazywamy rzutem przestrzeni V na V; wzdhuz Vs .

Niech V =V & V,. Wyznaczy¢ jadra i obrazy symetrii przestrzeni V; wzdtuz V5 oraz rzutu
przestrzeni V' na V; wzdtuz V5.

2z+3y
Przeksztalcenie liniowe ¢: K2 — K3 dane jest wzorem gp([ ;j ]) = z—y |. Wyz

3y
naczy¢:

(a) obrazy nastepujacych podprzestrzeni: K2, lin<[ (1) ), 1in<[ (1) ]), 1in<{ i }),

{{z}ek?2x+3y=0}

0 2 2
(b) przeciwobrazy nastepujacych podprzestrzeni: K3, 0 Jin| | 1 Jin{ | 1 )
0 3 0
3 0 T B
lin -1 1,11 , y |€EK32+y+2=0
3 0 z
Wyznaczy¢:

(a) symetrie w R? przestrzeni 1in<{ ; }) wzdhuz lin<[ (1) ]),



1
(b) symetrie w R? przestrzeni lin| | 1 |,
0

wzdluz lin

(c) rzut przestrzeni R? na lin<{ g }) wzdluz hn [ }),
1 1 -1
(d) rzut przestrzeni R3 na lin| | 0 wzdtuz lin| | 1 [,| 1
1 1 2
1 -1 1
13. W przestrzeni K?°® rozwazmy bazy As = 1|, 2 |, 0
[ 1] 0 0 0 1 1
oraz Bj = 0 [, 1, 0 , za§ w przestrzeni K* bazy
0 0 1
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Ay = oIl =1 bl2 ] o oraz By = olloll1llo . Wyznaczy¢
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macierz odwzorowania hmoweg‘o p: K" — K™ w bazach A, oraz B,,

Bm; By, oraz A,,), jesli:
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(a) n=m=3,0|| vy 2242z |; (b)
| 2 3rx—y+=z
[x rT—y+2t
(¢) n=4,m=3, ¢ {y =| 2z4+3y+5z—t
N T+z—1
t_
[m] r—y+21
(d) n=4,m=3, ¢ [y| =| 2z—-3y+5z—t
N r—z—t
t
. [x+3y—22_
. . _ r+y+z
(e) n =3, m=4, ¢ [y = 9y
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(A, oraz A,; By, oraz

x r—Yy+z
n=m=3, 0|y ||= Yy ;
z z
X
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14. Niech ¢: K3 — Vi bedzie rzutem, zas : K3 — K3 symetrig Vi wzdtuz Va, gdzie:

(a) ‘/1:1111(81,52), Vg:lin(51+53);
(b) ‘/izlin(El,Eg), VYQ:hn(Eg—i—Eg);

(¢) Vi=lin(e1 +e2,e2), Va=lin(e1 +€3).

Wyznaczy¢ macierz ¢ w bazach (g1, 2, £3) przestrzeni K3 oraz (1, €2) przestrzeni V;.

Wyznaczy¢ macierz ¥ w bazach (g1,¢e9,¢3) oraz (e,

€9,€1 + €3) przestrzeni K°.

15. Rozwazmy przestrzen R" z bazami A oraz B. Oznaczmy przez £ baze kanoniczna

(€1,€2, ey
do B, jesli:

€n). Wyznaczy¢ macierze przejscia od € do A, od £ do B, od A do £ oraz od A
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(b) n=3, A= —iG , jz ]),B : —21 z ;
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16. Wyznaczy¢ macierz odwzorowania o: K® — K3 w bazie (e1, 2 + €3, €1 + €2) jezeli macierza
@ w bazie

(a) (81,82,83), (b) (81+82,82,E3)
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17. Endomorfizm ¢ € End(C?) ma nastepujaca macierz w bazie A= <{ ! }, [ 0 })

3 4 2 1
@ [2s] o2
Wyznaczy¢ wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu ¢. Jak zmieni si¢ rozwiazanie,
jezeli zalozymy, ze A jest baza kanoniczna? A jak, jezeli zalozymy, ze ¢ € End(R?)?

18. A jest macierza endomorfizmu ¢ € End(C™) w bazie kanonicznej. Wyznaczyé wartosci

wlasne i wektory wlasne . O ile jest to mozliwe, wyznaczyé¢ baze C"zlozona z wektorow
wlasnych ¢ oraz macierz C € G L(n, C) taka, ze macierz C~! AC jest diagonalna.

n=2: (a) A[3 5]; (b) A{ll ;,] (c) AB 22} @ A[‘;’ ;1}

0 2 1 001 3 1 0
n=3: (e) A= -2 0 31|; (f) A= 010|; (¢ A=| -4 -1 0 |;
1 -30 100 4 -8 —2
{0001] [0000] {1123]
B loo20] . , 10010 . 1022 4]
n=d: () A=y 5o WA=l g oo A= 7 2|
4000 3000 000 2
{1123] [0100] [1100]
o112 L oo1 o0 13010
W) A=l g oo WA=l g g 1 [ ™A=l 5 591
000 2 617 -1 2000

19. Wyznaczy¢ wzér na A", jezeli A rowne jest
1 2 0 2 1 1 1 2
@ [ys] w[ G e[y el
20. Wyznaczy¢ wzor na a,, jezeli

(a) ap=0, a1 =1, On+2=0n+1+0n (Ciz%g Fibonacciegio);

(b) ap=1, a1=2, any2=3an —2an11.



