6 Homologia symplicjalna.

6.1 Moduty wolne.

Definicja 6.1. Niech M bedzie lewym R — modutem. Podzbior 5 C M nazywamy baza, jezeli
jest liniowo niezalezny:

Vn € NVayq, ...,an € RYmq,...,m, € M[(aymy + -+ apym, =0)= (a1 = =a, =0)],

oraz (B)= M.

Modut, ktéry ma baze, nazywamy modufem wolnym.



Przyktady:

1. Kazda przestrzen wektorowa jest modutem wolnym z bazg réwng bazie przestrzeni.
2. R jest modutem wolnym z baza 1.

3. R™ jest modute wolnym z bazg €1, ¢9, ..., &),.

4. R[z| jest modutem wolnym z baza 1,2, 2% 27, ....



6.2 Moduty homologii.

Definicja 6.2. Niech A"(Fy, P, ..., P,) bedzie sympleksem o wierzchotkach Py, Py, ..., P,.
Dwa uporzadkowania Py, <1 P}, <1... <1 Py, oraz P, <o P, <o... <o P, jego wierzchotkow
s3 rownowazne, jezeli istnieje parzysta permutacja € S(n) taka, zZe

li=m(k;), dlaie{0,...,n}.



Uwaga 6.3. Relacja réwnowaznosci uporzagdkowan wierzchotkéw sympleksu jest, istotnie, réwno-
waznoécig. Dla symplekséow o o wymiarze dim o > 0 rozbija ona zbiér wszystkich uporzadkowan
na dwie roztaczne klasy abstrakcji, zas dla symplekséw zerowymiarowych wyznacza tylko jedng
klase abstrakcji.



Definicja 6.4. Klase abstrakcji relacji rownowaznosci uporzadkowan wierzchotkéw sympleksu
nazywamy orientacja sympleksu. Sympleks z ustalong orientacja nazywamy zorientowanym
sympleksem.



Notacja 6.5. Sympleks generowany przez punkty Py, P, ..., P, bedziemy oznaczac przez
A"(Py, P, ..., Pp),

zorientowany sympleks o orientacji Po < P, <... < P, przez
A" Py, Py, ..., P,

zas klase abstrakcji orientacji Po < Py < ... < P,, przez

A™M(Py, P, ..., P,).



Przyktad 6.6. Orientacje sympleksu czesto bedziemy oznacza¢ strzatkami. Zorientowany 1-
sympleks Al[Py, P|] bedziemy po prostu zaznaczaé strzatka biegnaca od Py do ;. Zoriento-
wany 2-sympleks A%[ Py, P, P»] bedziemy zaznaczaé zaokraglona strzatka wskazujaca kierunek
orientacji. Zorientowany 3-sympleks A%[Py, P, P, P3] bedziemy zaznaczaé spiralng strzatka
wskazujaca kierunek orientacji zogdny z reguty lewego lub prawego kciuka:
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Definicja 6.7. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym.

Modutem zorientowanych p-tancuchéw nazywamy R — modut wolny z baza
{Ap[Po, P, ..., Pp” AP(P(), P, ..., Pp> < K}

i oznaczamy przez C,(R, K).

W przypadku, gdy R = 7, grupe zorientowanych p-taricuchow C,(Z, K) oznaczamy przez
Cp(K).



Uwaga 6.8. Modut Cy( R, K') ma naturalna baze wyznaczong przez jedyna orientacje wszystkich
0-symplekséw w K. Moduty C),(R, K), dla p > 0, maja rézne bazy wyznaczane przez rézne
mozliwe orientacje.



Uwaga 6.9. Rozwazmy odwzorowanie 6,: C),( R, K) — C),_1(R, K) zdefiniowane w nastepujacy
sposob: jezeli A= AP[Py, P, ..., P,| jest zorientowanym sympleksem, p > 0, to

gdzie symbol P, oznacza, ze wierzchotek P, zostat pominiety. Wéwczas 0,, jest dobrze okreslonym
homomorfizmem. Dla p <0 modut C,(R, K) jest trywialny, a wiec, w szczegélnosci, dla p <0
0, jest trywialnym homomorfizmem.



Definicja 6.10. Homomorfizm zdefiniowany w Uwadze 6.9 bedziemy nazywaé operatorem
brzegowym.



Lemat 6.11. 0,_;00,=0.



Whiosek 6.12. Im d,; C Ker 9, C Cp(K).

Definicja 6.13. Modut Ker d,, nazywamy modutem p-cykli i oznaczamy Z,(R, K).
Modut Im 6,1 nazywamy modutem p-brzegow i oznaczamy B, (R, K).

Modut Ker é,,/Im 6,41 nazywamy p-tym modutem homologii K i oznaczamy H,(R, K).



Przyktad 6.14. Rozwazmy kompleks, ktérego podlegty przestrzenig jest brzeg kwadratu o
bokach e1, eo, €3, e4:
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Przykfad 6.15. Rozwazmy kompleks, ktérego podlegta przestrzenia jest kwadrat o bokach e,
€2, €3, €4. Dla opisania wszystkich symplekséw dorysujmy jeszcze przekatna es:






