5 Wielosciany wypukte i twierdzenie Eulera.

5.1 Grafy planarne.

Definicja 5.1. Grafem nazywamy pare (V, F), gdzie V jest zbiorem punktéw zwanych
wierzchotkami grafu, a E jest pewnym zbiorem odcinkow taczacych wierzchotki, zwanych
kwawedziami. Krawedz e taczaca wierzchotki v i v bedziemy oznaczac przez e = (u,v).

Graf nazywamy skonczonym, jezeli zbior V jest skonczny.

Graf nazywamy planarnym, jezeli istnieje zanurzenie (V, E) — MA?*(R) takie, ze zadne dwie
rézne krawedzie w obrazie grafu sie nie przecinaja.

Ciag krawedzi w grafie faczacy kolejne wierzchotki nazywamy $ciezka, zas graf, w ktérym kazde
dwa wierzchotki mozna potaczy¢ sciezkg nazywamy grafem spéjnym.



Definicja 5.2. Obszary wyznaczone na pfaszczyznie przez krawedzie grafu planarnego nazywamy
jego Scianami.



Dla skonczonego grafu planarnego (V', E') oznaczmy:
e |V =liczba wierzchotkéw,
e [ =liczba krawedzi,

e [ =liczba Scian.

Definicja 5.3. Niech (V, E) bedzie skoriczonym grafem planarnym. Liczbe
xV,E)=V -FE+F

nazywamy charakterystyka Eulera grafu.



Twierdzenie 5.4. W dowolnym skoriczonym spéjnym grafie planarnym (V| F)

x(V,E)=2.



5.2 WieloSciany wypukfe.

Definicja 5.5. Kompleksem symplicjanym K nazywamy skornczony zbior sympleksow taki, ze
I. kazda Sciana sympleksu w K jest w K,

ii. czes¢ wspdlna dowolnych dwdéch sympleksow z K jest ich wspdlng Sciang.



Definicja 5.6. Wymiarem kompleksu nazywamy najwyzszy sposréd wymiaréw tworzacych go
sympleksow.

Kompleks nazywamy jednorodnym wymiaru n, jezeli kazdy jego sympleks wymiaru nizszego niz
n jest sciang pewnego sympleksu wymioaru n.



Definicja 5.7. Sume mnogosciowa wszystkich sympleksow pewnego kompleksu K nazywamy
nosnikiem kompleksu K i oznaczamy przez |K|.

Podzbior A™(IR) réwny nosnikowi pewnego kompleksu jednorodnego K wymiaru k nazywamy
wieloscianem wymiaru k, zas kompleks K jego triangulacja.

Wieloscian wymiaru 1 nazywamy famana, wymiaru 2 — wielokagtem, a wymiaru 3 — wielo-
scianem.



Definicja 5.8. Podzbior A™(IR) nazywamy wypuktym, jezeli wraz z dowolnymi swymi dwoma
punktami zawiera tez odcinek je taczacy.



Twierdzenie 5.9. (Euler) Niech wieloscian wypukty w A*(IR) ma V wierzchotkéw, E krawedzi
i I scian. Wowczas

V-E+F=2.



5.3 Bryty platonskie.

Definicja 5.10. Wielokat P C A*(IR) nazywamy foremnym, jezeli
I. wszystkie jego boki sa rownej dtugosci,

ii. wszystkie jego katy wewnetrzne s3 réwnej miary.



Definicja 5.11. Wieloscian wypukty P C A*(IR) nazywamy foremnym (lub bryta platonska),
Jjezeli

I. wszystkie jego sciany s3 przystajacymi wielokatami foremnymi,

ii. kazdy jego wierzchotek nalezy do takiej samej liczby scian.



Twierdzenie 5.12. Jedynymi brytami platonskimi sa:
e czworoscian foremny,

e szescian,

e osmioscian foremny,

e dwunastoscian foremny,

e dwudziestoscian foremny.



5.4 Twierdzenie Eulera w dowolnym wymiarze.

Definicja 5.13. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, niech r;(K) oznacza liczbe sym-

pleksow w K wymiaru ©. Charakterystyka Eulera kompleksu symplicjalnego K nazywamy
liczbe:



Twierdzenie 5.14. Niech P bedzie wieloscianem wypuktym o triangulacji K. Woéwczas

X(K)=1.



