Niech af( Py, Py, ..., P;) oznacza k — wymiarowa podprzestrzen afiniczng przestrzeni A”(R)
rozpieta przez punkty Py, P;..., Py

af(Po,Pl, ,Pk) :P0—|—lin(POP1, ,P()Pk)

Twierdzenie 4.2. (Ceva'y) Niech ANA BC' bedzie tréjkatem, niech A', B', C" beda réznymi
od wierzchotkéw punktami lezacymi na prostych af(B, C'), af(A,C) i af(A, B), odpowiednio.
Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne:

1. proste af(A, A", af(B, B') i af(C, C") maja punkt wspdlny (tj. sa wspotpekowe) lub sa
rownolegte,

, 1ABY) oAy |BCh)
“1B’C) [A'B) [CTAY




Whiosek 4.3.

1. Srodkowe tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie (nazywanym centroidem lub $rodkiem
ciezkosci).

2. Wysokosci trojkata przecinaja sie w jednym punkcie (nazywanym ortocentrum).

3. Dwusieczne katéw trojkata przecinaja sie w jedynym punkcie (nazywanym incentrum).

4. Jesli A’, B’, C" s3 punktami stycznosci okregu wpisanego w tréjkat ANA BC' lezgcymi
naprzeciwko wierzchotkéw A, B, C, odpowiednio, to proste af( A, A’), af(B, B’) i af(C',C")
przecinajg sie w jednym punkcie.

5. Niech A'¢ BC, B’ € AC oraz C' € AB beda punktami, ktére dziela kazdy z bokéw tréjkata
w proporcji réwnej proporcji miar katow przylegtych. Woéwczas proste af( A, A’), af(B, B')
i af(C',C") przecinaja sie w jednym punkcie.



4.2 Sympleksy.

Definicja 4.4. Zbior punktéw Py, Py, ..., P, € A"(IR) jest geometrycznie niezalezny, jezeli
dla dowolnego ciggu skalarow tg,t1,...,t; € R takich, ze

tot+ti1+ -+t =0,
jezeli
toPo+t1P1+ -+ 1P, =0,

to



Uwaga 4.5. Zbiér punktéw Py, Py, ..., P € A™(IR) jest geometrycznie niezalezny wtedy i tylko
wtedy, gdy uktad wektoréw

PyP,. ... PP,

jest liniowo niezalezny.



Definicja 4.6. k — sympleksem generowanym przez geometrycznie niezalezny zbiér punktéw
Py, Py, ..., P, € A"(IR) nazywamy zbicr

A’f(PO,Pl, ooy Pr) ={toPo+t1P1+ -+t Pr|to+t1+ -+t =1AN1t0=>0,t1 >0, ..., t;x, > 0}.



Przyktady:
1. 0 — sympleksy.
2. 1 — sympleksy.
3. 2 — sympleksy.
4. 3 — sympleksy.
5. ...



Definicja 4.7. Niech \F(P,, P, ..., P,) bedzie k — sympleksem generowanym przez geome-
trycznie niezalezne punkty Fy, P, ..., Pp.

Punkty Py, P, ..., P nazywamy wierzchotkami sympleksu, a liczbe k jego wymiarem.

Kazdy sympleks generowany przez pewien podzbior zbioru { Py, Py, ..., P} nazywamy $ciana,
w szczegdlnosci sympleks AF=1(Py, Py, ..., P;_1, Piy1, ..., P.) nazywamy $ciana lezaca
naprzeciw wierzchotka P;, Sciany jednowymiarowe nazywamy krawedziami, a Sciany rézne od
NF(Py, Py, ..., P) nazywamy $cianami wtasciwymi.

Sume mnogosciowg wszystkich scian wfasciwych nazywamy brzegiem sympleksu i oznaczamy
przez Bd A*(Py, Py, ..., Py), zas wnetrze sympleksu definiujemy jako AR(Py, P, ..., Py) \
Bd AR(Py, Py, ..., Py) i oznaczamy przez Int AF(Py, Py, ..., Py).



4.3 Pierwsze twierdzenie Buby-Brzozowe,;.

Twierdzenie 4.8. (Buby-Brzozowej) Niech A" ( Py, Py, ..., P,,) C A"(R) bedzie sympleksem
n — wymiarowym, niech B;; € Int/\'(P;P;) beda punktami na krawedziach sympleksu réznymi
od Wierzchofkéw, niech Hij - af(B@'j, Po, Pl, ceey Pi—l; Pi+17 cory Pj_l, Pj_|_1, cory Pn) b@d@
hiperpowierzchniami generowanymi przez punkty B;; i wierzchotki rézne od koncow krawedzi,
do ktérych naleza punkty B;;. Wéwczas nastepujace warunki sg rownowazne:

1. hiperpowierzchnie H;;, 0 <t < 7 <n maja punkt wspdlny,

|Pi Bij) |PjBjk) |PiBik)

2.
|BijPj) |BjkPr) |BikPi)

=1, dla wszeklich 0 <1< j <k <n.



4.4 Klasyczne twierdzenie Menelausa.

Twierdzenie 4.9. (Menelausa z Aleksandrii) Niech A\ A BC' bedzie tréjkatem, niech A’, B', C’
beda réznymi od wierzchotkéw punktami lezacymi na prostych af(B, ('), af(A,C) i af(A, B),
odpowiednio. Wowczas nastepujgce warunki sa rownowazne:

1. punkty A’, B’, C" sg wspdtliniowe,

, 1AB) |cA) |BCh)

B7C) JAB) |07A) T




4.5 Drugie twierdzenie Buby-Brzozowe,;.

Twierdzenie 4.10. (Buby-Brzozowej) Niech A"( Py, P, ..., P,) C A™(IR) bedzie sympleksem
n — wymiarowym, niech B;; € Int/\'(P;P;) beda punktami na krawedziach sympleksu réznymi
od wierzchotkow. Wowczas nastepujace warunki sa réwnowazne:

1. punkty B;;, 0 <t < j<n naleza do jednej hiperpowierzchni wymiaru n — 1,

o |PiBij) |PiBjk) |PuBik)
" |BijP;) |BjkPr) |BikkFs)

= —1, dla wszeklich 0 <i< j <k <n.



