3 Kwaterniony.

3.1 K-algebry i algebra kwaternionéw.

Definicja 3.1. Niech K bedzie ciatem. Przestrzeri wektorowa A nad ciatem K nazywamy
K-algebra, jezeli okreslimy w niej dziatanie mnozenia -: A x A — A spetniajace nastepujgce
warunki:

Ve, y,z€eAl(x+y)z=x24+y-2|,
iVr,y,z€ Alz-(x+y)=2zx+ 2y,
iii. Va,be KVz,ye€ Al(ax)-(by) = (ab)(z-y)].
Jezeli dziatanie - jest taczne, K-algebre A nazywamy taczna.
Jezeli dziatanie - jest przemienne, K-algebre A nazywamy przemiennga.

Podalgebra K-algebry A nazywamy podprzestrzenn B przestrzeni A taka, ze
Vax,y€ B |zy € B|.

Baza K-algebry A nazywamy baze przestrzeni wektorowej A, a wymiarem K-algebry A nazy-
wamy wymiar dim A przestrzeni wektorowej A.

Jezeli w K-algebrze A istnieje element neutralny 14 dziatania -, to algebre nazywamy unitarna.



Jezeli kazdy niezerowy element K-algebry A ma element odwrotny wzgledem dziatania -, to A
nazywamy algebrag z dzieleniem.

Na tym wyktadzie bedziemy zajmowac sie wytacznie K -algebrami tacznymi i unitarnymi, ktére
bedziemy krétko nazywaé¢ K -algebrami.



Przyktady:

1.

S o0 AW

Liczby zespolone € tworza R-algebre (przemienng, wymiaru 2, z dzieleniem). Ogédlniej, dla
dowolnego rozszerzenia ciat L. O K, ciato L tworzy K -algebre (przemienng, wymiaru réwnego
stopniowi rozszerzenia L O K.

. Przestrzen IR? tworzy IR-algebre z dziataniem x: R? x R? — R? iloczynu wektorowego

(nietaczna, nieprzemienng, wymiaru 3).

Wielomiany K |z] tworza K -algebre (przemienng, wymiaru o).

Macierze K tworza K-algebre (nieprzemienna, wymiaru n?).

Macierze odwracalne Gl(n, K) tworza K-algebre (nieprzemienna, wymiaru n?, z dzieleniem).

Endomorfizmy End V' przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K tworzg K-algebre (nieprze-
mienng, mozliwie co wymiaru).



Uwaga 3.2. Niech A bedzie L-algebra, zas L O K rozszerzeniem ciat. Wéwczas A jest tez K-
algebra.



Przyktad:

1. Liczby zespolone © s3 R-algebra, ale tez ()-algebrs.
2. Macierze M, (C) sg C-algebra, ale tez R-algebra.



Definicja 3.3. Niech K bedzie ciatem, zas A i B dwiema K-algebrami. Przeksztatcenie liniowe
w: A— B nazywami homomorfizmem K-algebr, jezeli

Vo, y e Alp(zy) = o(x)-p(y)].

Zbior wszystkich homomorfizméw p: A — B oznaczamy Homp _a1.(A, B).

Jezeli dodatkowo ¢ jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych A i B, to jest tez izomorfizmem
K-algebr. Izomorficzne K-algebry oznaczamy przez A~ B.

Jezeli A i B sa K-algebrami unitarnymi, to dodatkowo wymagamy aby homomorfizm K-algebr
w: A— B spetniat warunek

p(la) =15



Przyktady:

1. Przeksztatcenie ¢: End K™ — K dane wzorem
o(f) =macierz f w bazie (e1,€9,...,&p)

jest izomorfizmem K -algebr.



Stwierdzenie 3.4. Niech A bedzie skonczeniewymiarowg K-algebra o bazie (e, ...,e,). Wow-
czas mnozenie -: A x A — A jest jednoznacznie okreslone przez okreslenie mnozenia na
elementach bazowych.

Whiosek 3.5. Niech A bedzie skoriczeniewymiarowa K-algebra o bazie (e, ..., e,). Wowczas
struktura K-algebry A jest jednoznacznie okreslona przez n* skalaréw c;_; i € K zdefiniowanych
nastepujaco:

n
€rej =)  Cijkek
k=1

Wspdtczynniki c; ;1. nazywamy wspoétczynnikami strukturalnymi.



Definicja 3.6. Czterowymiarowa R-algebre H o bazie (1,1, j, k) nazywamy algebra kwater-
nionodw, jezeli

iVreH|[llxe=x1=x],
i i2:j2:k2: _1,

jii. i =k =—7j-.



Stwierdzenie 3.7. Niech Quatc bedzie podalgebra C-algebry M3(C) o bazie
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Wowczas Quate jest tez IR-algebra i jako taka jest izomorficzna z IR-algebrg H.



Stwierdzenie 3.8. Niech Quaty bedzie podalgebra R-algebry Mi(R) o bazie
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Wowczas Quaty = H.

SO = O



Definicja 3.9. Niech A bedzie K-algebrg. Podprzestrzen I przestrzeni A nazywamy lewo-
stronnym ideatem, jezeli

Vae AVz el [a-x € 1],

prawostronnym ideatem, jezeli

Vae AVx el [z-a €],

i obustronnym ideatem, jezeli jest rownoczesnie lewostronnym i prawostronnym ideatem.



Przyktady:

1. Jezeli K-algebra A jest taczna i unitarna, tj. jest pierScieniem z jedynka, to kazdy ideat
(lewostronny, prawostronny, obustronny) pierscienia A jest tez ideatem (lewostronnym, pra-
wostronnym, obustronnym) K-algebry A.

2. Niech A bedzie jednowymiarowa przestrzenia liniowa nad ciatem () i zdefiniujmy dziatanie
2 Ax A— A wzorem x-y =0, dla z, y € A. Wéwczas A jest (-algebra nieunitarna
| pierécieniem bez jedynki. Kazda wtasciwa podgrupa grupy addytywnej A jest ideatem
piercienia A, ale niekoniecznie ideatem (Q-algebry A.



Definicja 3.10. K-algebre A nazywamy prosta, jezeli nie zawiera obustronnych ideatéw innych
niz {0} i A.



Przyktady:
1. Dowolne ciato jest algebrg prostg nad swoim dowolnym podciatem.
2. Dowolna algebra z dzieleniem jest prosta.

3. H jest R-algebrg prosta.



Twierdzenie 3.11. (Wedderburn-Artin) Kazda skonczenie wymiarowa K-algebra prosta jest
izomorficzna z M) (D), gdzie D jest skoriczenie wymiarowg K-algebrg z dzieleniem.



Twierdzenie 3.12. (Frobenius) Kazda skonczenie wymiarowa R-algebra z dzieleniem jest
izomorficzna z R, lub z C, lub z H.



3.2 WHtasnosci kwaternionéw.

Definicja 3.13. Niech q = qo+ q1t + q2j + q3k € H bedzie kwaternionem.
Kwaternionem sprzezonym do q nazywamy kwaternion q = qo — g1t — q2J — qsk.
Norma kwaternionu nazywamy liczbe N (q) = ¢§ + qi + ¢5 + ¢3.

Norma euklidesowa kwaternionu nazywamy liczbe ||q||=+/N(q).



Uwaga 3.14.
1. N(q)=gq-q, dla g€ H.
2. N(q) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy q=0.

3. Odwzorowanie R — [H dane wzorem x +— x-1 + 07 + 07 + Ok jest zanurzeniem R-algebr; R
bedziemy utozsamia¢ z podalgebra lin(1) < H.

4. Niech V =1in(7, j, k) <TH. Wéwczas V =2 IR’ jako przestrzen liniowa oraz II=1R @ V.



Definicja 3.15. Niech q=qo+ q12 + q27 + g3k =qo+v € R &V = H bedzie kwaternionem.
go hazywamy czescig rzeczywistg kwaternionu ¢, zas v czescig urojong.

Jezeli gy =0, to q nazywamy kwaternionem czystym.



Stwierdzenie 3.16. Niech q=qgo+v,v=r0+w R P V. Wowczas

q-t=(qoro — v-w) + (v X w~+ gow + rev).



Whiosek 3.17. Niech v,w €V beda kwaternionami czystymi. Wodwczas

gr=(—vw)+ (v xXw)



Stwierdzenie 3.18. Niech 0+ q <€ H. Wowczas q jest odwracalny oraz
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W szczegdlnosci H* =T \ {0} tworzy grupe multyplikatywna.



3.3 Kwaterniony a obroty.

Uwaga 3.19. Niech 0+ g€ H.

1. Odwzorowanie R,: IH — IH dane wzorem

Ry(r) =qrq !

jest endomorfizmem IR-algebry H.
2. Rq(V)CV.
3. Rqy= R,q dla dowolnego 0 #a € IR.



Uwaga 3.20. Niech q € H. Wéwczas istnieja jednoznacznie wyznaczone kat ¢ € [0, 27) oraz
wektor unormowany v € V takie, ze

q= (llal[cosp) + (llal|0sinp) e RO V.



Stwierdzenie 3.21. Niech q = (||q||cosy) + (]|q||0 singp) € R ® V. Wowczas Ry [v €EndV
Jest obrotem wokét wektora U o kat 2.



Uwaga 3.22.

1. Sfera jednostkowa

S?={qeH|N(q)=1}

jest podgrupa grupy multyplikatywnej IH*.
2. Obroty O(V) tworza podgrupe grupy EndV.



Stwierdzenie 3.23. Odwzorowanie S° — O(V) dane wzorem q+— R, |y jest epimorfizmem
grup. Ponadto przeciwobrazem dowolnego obrotu jest para punktéw antypodycznych na sferze.



Uwaga 3.24. Niech q=qo+ g1t + q27 + g3k € H bedzie kwaternionem.

1. Lewostronne mnozenie t+— (-t jest endomorfizmem przestrzeni liniowej H o macierzy:

qgo —q1 —q2 —qgs3
ML qgi 4o —g3 Q2
q2 g3 qgo —q1
q3 —q2 (1 qo

2. Prawostronne mnozenie t+ t-q jest endomorfizmem przestrzeni liniowej IH o macierzy:

dqo —q1 —q2 —(g3
MR g1 40 43 —Qq2
q2 —43 4o di1
3 42 —q1 4o

3. Jezeli N(q) =1 oraz q = (cosp) + (v singp) € R @ V, to odwzorowanie R, € End H ma
macierz

1| 0
0] O0s,2¢

R asL _
Mz* Mg =




gdzie

B+ —B—a3 2002200  2q0q2 +2q1g3
Os20=| 2q1g2+2q0q3 G — G+ — 65 —2qoq1 + 223
—2q0q2 + 20103 2qoq1 +2q2q3 @G — @ — @3+ G5




3.4 Centralne algebry proste.

Definicja 3.25. Niech A bedzie K-algebra. Zbior
Z(A)={z€Alz-a=ax dla wszystkich a€ A}

nazywamy centrum algebry A.
Algebre A nazywamy centralna, jezeli Z(A)= K-1.

K-algebe A nazywamy centralng algebra prosta, jezeli jest centralna, prosta i skoriczonego
wymiaru.



Przyktady:
1. € jest centralng algebra prosta nad C, ale nie nad R.
2. H jest centralng algebra prosta nad R.



