2 Moduty.

2.1 Pojecie modutu.

Definicja 2.1. Niech R bedzie pierscieniem, M addytywna grupa przemienna. M nazywamy
lewym R-modutem, jezeli na M okreslone jest dziatanie zewnetrzne z pierscieniem skalaréw
R - R x M — M takie, ze

1.Va € RVmy, mo € M [a (m1+ms) =amy+ ams),
2.Yay, a2 € RYm € M [(a1 4+ az) m=a; m+ asm)],
3.Vai,as € RVm e M [(a1 a2) m=ai (azm)].
Jezeli R jest pierscieniem z jedynka i spetniony jest dodatkowo warunek
Vme M (1m=m),

to M nazywamy lewym unitarnym R-modutem. W analogiczny sposéb definiujemy prawy
R-modut | prawy unitarny R-moduf.



Uwaga 2.2. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym unitarnym R-modutem. Wéwczas:
1.Vai,as € RYm € M [(a1 — az) m=a1m — asm)],
2.Yme M (0m=0).

Jezeli R jest pierécieniem z jedynka, a M lewym unitarnym R-modutem, to

¥m e M[(—1)m=—m.



Uwaga 2.3. Niech R bedzie pierScieniem, M addytywna grupa przemienng. Woéwczas M jest
lewym R-modutem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm pierécieni ¢: R — End M .



Przyktady:

1.

Niech F' bedzie ciatem, V' przestrzenia wektorowa nad ciatem F'. Woéwczas V' jest lewym
unitarnym F'-modutem.

. Niech A bedzie addytywna grupa abelowa. Wéwczas A jest lewym unitarnym 7Z — modutem.

. Niech R bedzie pierscieniem, I ideatem lewostronnym w R. Wéwczas [ jest lewym R-

modutem.

. Niech R bedzie pierscieniem. Woéwczas R jest lewym R-modutem.

. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem F', niech 7 € End V, niech ¢: F[z] —

End V' bedzie dane wzorem ¢( f)= f(7). Wéwczas V jest lewym unitarnym F'[z]-modutem.



2.2 Podmoduty.

Definicja 2.4. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modufem. Podzbiér N zbioru M

nazywamy podmodutem modutu M, gdy (N, -[r«n) jest lewym R-modutem. Oznaczamy
N < M.



Przyktady:

1.

Niech F' bedzie ciatem, V' przestrzenia wektorowa nad ciatem F', W podprzestrzenig prze-
strzeni V. Wéwczas IV jest podmodutem V.

. Niech A bedzie addytywng grupa abelows, B podgrupa grupy A. Wéwczas B jest podmo-

dutem A.

. Niech R bedzie pierscieniem, I ideatem lewostronnym w R. Wéwczas [ jest podmodutem

modutu .

. Niech V' bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem F', niech 7 € (End)V', niech W bedzie

podprzestrzenig T-niezmienniczg przestrzeni V. Wéwczas W jest podmodutem F'|xz]-modutu

V.

. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, [ ideatem lewostronnym R. Wéwczas

IM={a1mi+..+apmpa; €I, m;e M} <M.



Stwierdzenie 2.5. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, R ={N;:i €I} rodzina
podmodutow modutu M. Wéwczas:

1. ;e Ni jest podmodutem modutu M,

2. U, e Ni jest podmodutem modutu M, o ile R jest faricuchem.



Definicja 2.6. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem oraz A C G pewnym zbiorem.
Najmniejszy w sensie inkluzji podmodut modutu M zawierajacy zbior A (tj. przekroj wszystkich
podmodutéw modutu M zawierajacych A) nazywamy podmodutem generowanym przez A
i oznaczamy (A).

Kazdy zbior A o tej wiasnosci, ze (A) = M nazywamy zbiorem generatorow modutu M. Jesli
A={ay,...,a,} to oznaczamy

(a1, oy an) = (A).

Mowimy, ze modut jest skonczenie generowany (odpowiednio, cykliczny), gdy istnieje skon-
czony (odpowiednio, jednoelementowy) zbidr jego generatorow.



Stwierdzenie 2.7. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem oraz A C G pewnym
zbiorem. Wowczas

(Ay={ria1+...+rpan+kibi+...+knbpnmeNr,e R a;,b;€ A, k; € Z}.
Jezeli R jest pierscieniem z jedynka, a M unitarnym R-modutem, to wowczas:

(Ay={ria1+...+rpapne(N),r, e Rja;€ A}.



Przyktady:

1. Niech F' bedzie ciatem, V' przestrzenia wektorowg nad ciatem F'. Kazda podprzestrzen
jednowymiarowa jest podmodutem cyklicznym. Kazda podprzestrzen skonczeniewymiarowa
jest podmodutem skonczenie generowanym.

2. Niech A bedzie addytywna grupa abelows. Kazda podgrupa cykliczna jest podmodutem
cyklicznym.

3. Niech R bedzie pierscieniem. Kazdy ideat gtéwny jest podmodutem cyklicznym.

4. Niech V' bedzie skonczeniewymiarowg przestrzenia wektorowa nad ciatem F', niech 7 €
End V. Woéwczas F[x|-modut V' jest skonczenie generowany.



Definicja 2.8. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, N1, No < M. Podmodut
(N1U Ns) nazywamy suma algebraiczng N, i N5 i oznaczamy Ny + N



Stwierdzenie 2.9. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, N1, No < M. Woéwczas:

Ny + Ny = {n1 +n9:m1 € Ni,ng € NQ}



2.3 Homomorfizmy modutéw.

Definicja 2.10. Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modutami.
1. Odwzorowanie ¢: M — N nazywamy homomorfizmem, jesli:
o Vmi,my €M [$(m1+m2)=d(m1)+ ¢(m2)],
o Yac RVme M [¢(am)=ap(m)].
Zbior wszystkich homomorfizméw modutu M w N oznaczamy Homp(M,N).

2. Homomorfizm ¢: M — N nazywamy monomorfizmem kategoryjnym modutow, jesli dla
dowolnych lewego R-modutu K i homomorfizmow 1)1, 1)o: K — M:

jesli ¢ ohy = po s to 1= 1a.

3. Homomorfizm ¢: M — N nazywamy epimorfizmem kategoryjnym modutow, jesli dla
dowolnych lewego R-modutu K i homomorfizmow 1)1, 1)o: N — K:

jesli 10 @ =1bg0 ¢ to 11 = 1)o.

4. Homomorfizm ¢: M — N nazywamy izomorfizmem, jesli jest réznowartosciowy i surjek-
tywny. Dwa moduty M i N nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje miedzy nimi izomorfizm,
co oznaczamy przez M = N.

5. Jesli ¢: M — N jest homomorfizmem, to zbiér ¢ '(0n) nazywamy jadrem i oznaczamy
Ker ¢, a zbiér (M) obrazem i oznaczamy Im ¢.



Przyktady:

1. Niech V', W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem F', ¢: V' — W przeksztatceniem
liniowym. Woéwczas ¢ jest homomorfizmem modutéw.

2. Niech A, B beda grupami abelowymi, ¢: A — B homomorfizmem grup. Woéwczas ¢ jest
homomorfizmem modutéw.

3. Niech M, N beda lewymi R-modutami, ¢: M — N niech bedzie dane wzorem ¢(m)=0y.
Woéwczas ¢ jest homomorfizmem modutéw, nazywamy go homomorfizmem zerowym.



Stwierdzenie 2.11. Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modutami, ¢: M — N
homomorfizmem modutow. Woéwczas:

1. Kerp <M, Im ¢ < N;
2. ¢ jest homomorfizmem réznowartosciowym wtedy i tylko wtedy, gdy ker ¢ ={0, };
3. ¢ jest homomorfizmem surjektywnym wtedy i tylko wtedy, gdy Im ¢ = N;

4. ¢ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm 1): N — M taki, ze
o =tdyoraz Yo p=1idy;

5. ¢ jest homomorfizmem réznowartosciowym wtedy i tylko wtedy, gdy jest monomorfizmem
kategoryjnym modutéw;

6. ¢ jest homomorfizmem surjektywnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest epimorfizmem katego-
ryjnym modutow.



Stwierdzenie 2.12. Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modutami, ¢: M — N
homomorfizmem modutéw, niech M1, < M, N1 < N. Woéwczas:

1. g/)(Ml) < N;
2. ¢~ Y(Ny) < M.



Stwierdzenie 2.13. Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modutami, m: M — N
homomorfizmem surjektywnym modutéw i niech K = Ker m. Oznaczmy

M:{M1:M1<MO?”CLZ KCMl},N:{N12N1<N}.

Wowczas odwzorowania

¢»: M= N, ¢p(My) =m(My),

VN =N, (N =7n"HN)1)

s3 wzajemnie odwrotne.



2.4 Modut ilorazowy i twierdzenie o homomorfizmie.

Definicja 2.14. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, N < M. Oznaczmy
m+N={m+n:neN},
M/N={m+N:meM}
i w zbiorze M |/ N okreslmy dziatania dodowania i mnozenia zewnetrznego:
(m1+N)+(ma+ N)=(m1+m2)+ N,
a(m+N)=am+ N.

Wéwczas M | N jest lewym R-modutem, nazywamy go modutem ilorazowym M wzgledem N.



Przyktady:

1. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem F', niech W < V. Wéwczas przestrzen
ilorazowa V' /W jest modutem ilorazowym.

2. Niech A bedzie grupa abelowa, niech B < A. Wéwczas grupa ilorazowa A/ B jest modutem
ilorazowym.

3. Niech R bedzie pierscieniem, niech I <1 R. Wéwczas pierscien ilorazowy R /[ jest modutem
ilorazowym.



Uwaga 2.15. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, N < M. Wéwczas odwzo-
rowanie k: M — M /N dane wzorem x(m)=m+ N jest homomorfizmem surjektywnym oraz
ker k = N. Nazywamy go epimorfizmem kanonicznym.



Whiosek 2.16. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, N C M. Woéwczas N < M
wtedy i tylko wtedy, gdy N jest jadrem pewnego homomorfizmu.



Twierdzenie 2.17. (o homomorfizmie) Niech R bedzie pierscieniem, M, N1, No lewymi R-
modutami, ¢1: M — N1 homomorfizmem surjektywnym, ¢s: M — No homomorfizmem.

1. Jesli istnieje homomorfizm ): N1 — N taki, ze 1) o ¢p1 = @9, to ker ¢ C ker ¢s.

2. Jesli ker ¢ C ker ¢, to istnieje doktadnie jeden homomorfizm : Ny — N, taki, ze
Yo ¢p1 = ¢o. Ponadto wowczas Im1) =Im¢ps oraz Ker 1) = ¢1(Ker ¢o).



Whiosek 2.18. Niech R bedzie pierscieniem, M , N1, No lewymi R-modutami, ¢1: M — N,
homomorfizmem surjektywnym, ¢o: M — No homomorfizmem. Niech ponadto Ker ¢ C Ker ¢-.
Woéweczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm 1): Nw — N taki, ze 1) o ¢p1 = o oraz:

1. jesli ¢ jest surjektywny, to 1) jest surjektywny;
2. jesli Ker ¢1 = Ker ¢, to 1 jest réznowartosciowy;

3. jesli ¢o jest surjektywny i ker ¢p1 =ker ¢, to 1 jest izomorfizmem.



Whiosek 2.19. (twierdzenie o homomorfizmie dla modutéw ilorazowych) Niech R bedzie
pierscieniem, M, N lewymi R-modutami, K < M, ¢: M — N homomorfizmem.

1. Jesli istnieje homomorfizm 1p: M | K — N taki, ze 1ok = ¢ (gdzie k: M — M / N oznacza
epimorfizm kanoniczny), to K C Ker ¢.

2. Jesli K C Ker ¢, to istnieje doktadnie jeden homomorfizm 1: M | K — N taki, ze 1) o k = ¢.
Ponadto wowczas Im1) =Im¢ oraz Ker ) = x(Ker ¢).



Whiosek 2.20. Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modufami, K < M, ¢: M — N

homomorfizmem. Niech ponadto K C Ker ¢. Woédwczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm
Y: M /| K — N taki, ze o k= ¢ (gdzie k: M — M | N oznacza epimorfizm kanoniczny) oraz

1. jesli ¢ jest surjektywny, to 1) jest surjektywny;
2. jesli K =Ker ¢, to 1 jest roznowartoSciowy;

3. jesli ¢ jest surjektywny i K = Ker ¢, to 1) jest izomorfizmem.



Whiosek 2.21. (I twierdzenie Noether-Dedekinda o izomorfizmie) Niech R bedzie pier-
scieniem, M, N lewymi R-modutami, ¢: M — N homomorfizmem. Wodwczas

Im¢p = M /ker ¢.



