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Zasady zaliczania przedmiotu

e 2 kolokwia, kazde warte 15 punktow

e 2 sprawdziany, kazdy warty 6 punktéw

e aktywnos$¢ na zajeciach, warta 3 punkty

e zadania domowe, warte 15 punktéw

e egzamin, warty 40 punktow

Do egzaminu przystepuje tylko ci studenci, ktérzy uzyskaja zaliczenie z ¢wiczen.
Warunkiem zaliczenia éwiczen jest zdobycie co najmniej 30 punktow.
Warunkiem zdania egzaminu jest zdobycie co najmniej 60 punktéw.

Kazde kolokwium bedzie trwato 90 minut, kazdy sprawdzian 20 minut, a egzamin kohcowy 120
minut.

Sprawdziany odbed3 sie na zajeciach 25 pazdziernika i 20 grudnia, kolokwia na zajeciach 29
listopada i 24 stycznia, a egzamin 29 stycznia.
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1 Powtérka z algebry liniowe;.

1.1 Grupa, pierscien, ciato.

Definicja 1.1. Niech A bedzie niepustym zbiorem. Dziataniem wewnetrznym (lub, krétko,
dziataniem) w zbiorze A nazywamy funkcje x: A x A— A.

Niech ponadto B bedzie niepustym zbiorem. Dziataniem zewnetrznym w zbiorze A przez
elementy zbioru B nazywamy funkcje o: B x A— A.

Uwaga 1.2. To, ze w zbiorze A okreslono dziatanie wewnetrzne * w szczegélnosci oznacza, ze:
1.Va,be Al+(a,b) istnieje],
2. Ya,be Alx(a,b) € Al.

Bedziemy na ogét pisali x * y zamiast *(x, y).



Przyktad 1.3.
1. Dodawanie liczb naturalnych jest dziataniem w IN.
2. Mnozenie liczb naturalnych jest dziataniem w N.
3. Odejmowanie i dzielenie nie s3 dziataniami w IN.

4. Mnozenie wektoréw na ptaszczyznie przez skalary rzeczywiste jest dziataniem zewnetrznym.



Definicja 1.4. Niech * i o beda dziataniami w niepustym zbiorze A.

i. Dziatanie x jest taczne, jezeli
Va,b,ce€ Alax (bxc)=(ax*xb)x*c|.
ii. Dziatanie % jest przemienne, jezeli
Va,be Alaxb=0bxa).
iii. Dziatanie x ma element neutralny e, jezeli istnieje element ¢ € A taki, ze
Vac€ Alaxe=exa=al.
iv. Element b € A jest odwrotny do a € A, jezeli *+ ma element neutralny e € A oraz

axb=ce.

v. Dziatanie o jest rozdzielne wzgledem x, jezeli

Va,b,ce Alao (bxc)=(aob)x*(aoc)l.



Przyktad 1.5.

1. Dodawanie i mnozenie liczb naturalnych s3 taczne i przemienne. 0 jest elementem neutralnym
dodawania, a 1 jest elementem neutralnym mnozenia. Ponadto mnozenie jest rozdzielne
wzgledem dodawania. 1 nie ma elementu odwrotnego wzgledem dodawania, a 2 nie ma
elementu odwrotnego wzgledem mnozenia.

2. Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb catkowitych. Kazda liczba catkowita ma element
odwrotny wzgledem dodawania, ale 2 nie ma elementu odwrotnego wzgledem mnozenia.

3. Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb wymiernych. Kazda liczba wymierna ma element
odwrotny wzgledem dodawania i kazda niezerowa liczba wymierna ma element odwrotny
wzgledem mnozenia.



Z dawnych czaséw, kiedy do pisania ksigzek uzywano maszyn do pisania, gdzie dostepne byty
tylko dwa symbole do oznaczania dziatan, zachowaty sie dwie réwnolegte notacje i zwigzane z
nimi terminologie:

Notacja addytywna | Notacja multyplikatywna
Dziatanie +
dodawanie mnozenie
Element neutralny 0 1
zero jedynka
Element odwrotny —a a~t
element przeciwny element odwrotny




Definicja 1.6.

/.

/1.

I,

IV.

Algebra nazywamy ciag (A, *1, ..., %, 01, ..., 0n, B1, ..., By,), gdzie A jest niepustym
zbiorem, x1, ..., *,, S3 dziataniami w zbiorze A, zas o1, ..., o, s3 dziataniami zewnetrznymi
wraz z odpowiadajagcymi im zbiorami By, ..., B,,.

Grupa nazywamy algebre (G, x), w ktdrej dziatania x jest faczne, ma element neutralny e
I kazdy element ma element odwrotny.

Jezeli dziatanie x jest dodatkowo przemienne, to grupe G nazywamy przemienng (lub
abelows).

Pierscieniem nazywamy algebe (R, +, ), w ktérej (R, +) jest grupa przemienna z ele-
mentem neutralnym 0, zas - jest faczne i rozdzielne wzgledem +.

Jezeli dziatanie - jest dodatkowo przemienne, to pierscien R nazywamy pierscieniem prze-
miennym.

Jezeli dziatanie - ma element neutralny 1, to pierscien R nazywamy pierscieniem z jedynka.

Na tym wyktadzie ograniczymy sie wytacznie do pierscieni przemiennych z jedynka, ktdre
bedziemy nazywali krétko pierscieniami.

Ciatem nazywamy pierscien przemienny z jedynka (F', +, -), w ktérym O =+ 1 oraz kazdy
element #+0 ma element odwrotny wzgledem dziatania -.



Przyktad 1.7.
1. (Z,+), (Q,+), (R,+) sa grupami przemiennymi.
N, +) nie jest grupa.
Q*,-), (R*,-) s3 grupami przemiennymi, gdzie A* = A \ {0}.

Z,+,-), (Q,+,-), (R,+, ) sa pierscieniami.

(

(

(N*,+), (Z*,-) nie s3 grupami.
(

( .+), (R, +, ) sa ciatami.
(

_|_
Z.,4,-) nie jest ciatem.



Definicja 1.8. Niech n € N i oznaczmy Z, = {0, 1, ..., n — 1}. W zbiorze 7Z,, definiujemy
dziatanie dodawania modulo 1 :

a @, b=a+ b(modn)=reszta z dzielenia a +b przez n
oraz mnozenia modulo n:

a ®pb=a-b(modn)=reszta z dzielenia a-b przez n.



Twierdzenie 1.9. Niech n € N.

1. (Zip, ®y,) jest grupa przemienna.

2. (Zy,®,) jest grupa przemienna, o ile p jest liczba pierwsza.
3. %Ly, ®rn, Rn) jest pierscieniem.
4. (

Zip, By, ®yp) jest ciatem, o ile p jest liczba pierwsza.



Definicja 1.10. Liczbami zespolonymi nazywamy punkty na ptaszczyznie IR?, ktora bedziemy
oznacza¢ przez C. Punkt o wspétrzednych (a, b) bedziemy oznaczali przez a + bi. Liczbe a
nazywamy czes$cig rzeczywista liczby zespolonej z = a + bi i oznaczamy przez Re(z), zas liczbe
b nazywamy czescig urojong i oznaczamy Jm(z).

W zbiorze ©C definiujemy dziatanie dodawania liczb zespolonych:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
oraz mnozenia liczb zespolonych:

(a+bi)-(c+di)=(ac—bd)+ (ad+ bce)i.

Uwaga 1.11. Liczby zespolone dodajemy i mnozymy tak, jak zwykte wyrazenia algebraiczne,
przyjmujac 2 =+/—1.

W szczegélnosci dzielenie liczb zespolonych nie rézni sie niczym od usuwania niewymiernosci
z mianownika, za$ liczbe zespolong a — b7 nazywamy liczba sprzezong do liczby z =a + b1 |
oznaczamy Z.



Twierdzenie 1.12. Liczby zespolone C wraz z dziataniami dodawania i mnozenia liczb zespo-
lonych tworza ciafo.



1.2 Przestrzenie wektorowe.

Definicja 1.13. Przestrzenig wektorowq nad ciatem F' (I' = R, C, Z,...) nazywamy zbior
wektorow V wraz z dziataniami dodawania wektorow +:V x V — V' i mnozenia wektorow
przez skalar -: F' x V' — V spetniajacych nastepujace warkunki:

. Yo,weV[v+w=w+0];

ii. Yu,v,weV[u+(v+w)=(u+v)+wl;
ii. I0eVVv eV [0+v=1];

iv. YoeV3—veV o+t (—v)=0];

v. Ya e FVYv,weV [a(v+w)=av+ aw|;
vi. Ya,be F¥Yv eV [(a+b)v=av+ bv|;
vii. Ya,be F¥YveV [(ab)v=a(bv)].



Przyktad 1.14.

Przyktad 1.15.

Przyktfad 1.16.

Przyktad 1.17.

Przestrzen wspoétrzednych £,
Przestrzen macierzy F},.
Przestrzen funkgji ciagtych Cla, b|.

Przestrzen wielomianéw stopnia mniejszego niz n F,[z].



Definicja 1.18. Podprzestrzenia przestrzeni wektorowej V nazywamy podzbior U CV taki, ze:
i. Yae FYueU [aueU|;
i. Yu,veU [u+vel].

Oznaczamy U <V



Przyktad 1.19.

Przyktad 1.20.

Przykfad 1.21.

Przyktad 1.22.

X1
Niech U =< | x5 EIR?)‘ZIZ'l:SUQ . Woéwezas U < R?.
X3

a21 a22

Niech U = {[ i1 a1z ] € (D§| 1o = —agl}. Woéwczas U < C3.

Niech U ={f e R,|z]| f(0)=0}. Wéwczas U < Rs|z].

Niech U = C"[a,b] tzn. U={f € C[a,b]| If™}. Wéwczas U < C[a, b].



Definicja 1.23. Niech V bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem F', niech v+, ...,v,, €V, niech
ai, ..., a, € F. Wektor

aiv1+ ... + ayv,

nazywamy kombinacja liniowa wektorow v, ..., v,. Zbior wszystkich kombinacji liniowych
wektorow v, ..., v, oznaczamy przez lin(vy, ..., vy,).



Przyktad 1.24. Niech F' bedzie dowolnym ciatem, niech

Woéwczas F" =lin(eq, ..., &y).

Przyktad 1.25. Niech I’ bedzie dowolym ciatem. Wéwczas F),[x] =1lin(1,z, 22, ...,z

0
0

[ —

n—l)_



Stwierdzenie 1.26. Niech V' bedzie przestrzenig wektorowa, niech vy, ..., v, € V. Wodwczas
lin(vy, ..., v,) <V,



Definicja 1.27. Niech V bedzie przestrzenig wektorowa, niech U < V. Jezeli dla pewnych v+, ...,
v eV

U =lin(vy, ..., vy),

to {v1, ..., v, } nazywamy zbiorem generatoréw podprzestrzeni U, zas U podprzestrzenia
generowang przez wektory v, ..., Uy,.



Definicja 1.28. Niech V' bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem F. Wektory v1,...,v, €V
sg liniowo niezalezne, jezeli dla dowolnych skalarow aq, ..., a, € F jesli

aivy+ ... +a,v, =0

to
a1=as=...=a,=0.

W przeciwnym razie wektory v+, ..., v, sa liniowo zalezne.



Przyktad 1.29. Wektory [ 1 ] i [ ; ] w przestrzeni IR? sa liniowo niezalezne.

1
Przyktad 1.30. Wektory £1,e2,€3,| 2 | w przestrzeni C? s3 liniowo zalezne.
3



Definicja 1.31. Niech V bedzie przestrzeniag wektorowa. Wektory v1, ..., v, € V tworza baze
przestrzeni V jezeli

I. U1,...,Un S3 liniowo niezalezne,

i. V=lin(vy,...,0,).



Przyktad 1.32. Wektory ¢4, ..., €,, tworza baze przestrzeni F'".

Przyktad 1.33. Wektory 1,x, 22, ..., 2" ! tworza baze przestrzeni I}, [z].



Stwierdzenie 1.34. Niech V bedzie przestrzeniag wektorowa. Wowczas dowolne dwie bazy prze-
strzeni V' sg réwnoliczne.



Definicja 1.35. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Jezeli V ma baze ztozona z n wektoréw,
to méwimy, ze wymiar VV wynosi n, co oznaczamy piszac dim V' =n. Jezeli V nie ma skoriczonej
bazy, to przyjmujemy dim V' = oc.



Przyktad 1.36. Przestrzen F'™ ma wymiar n.
Przyktad 1.37. Przestrzen F}} ma wymiar mn.

Przyktad 1.38. Przestrzen C'|a,b] ma wymiar co.



Stwierdzenie 1.39. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa, niech vy, ..., v, € V. Wektor
v € lin(vy, ..., v,) mozna jednoznacznie zapisa¢ jako kombinacje liniowa wektoréw v+, ..., v,
wtedy i tylko wtedy, gdy v+, ..., v, sa liniowo niezalezne.



Definicja 1.40. Niech V bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem F', niech v1, ..., v,, bedzie
baza V, niech v € V. Jednoznacznie wyznaczone skalary a1, ..., a,, € F' takie, ze

vV=aiv1+ ... + a,v,

nazywamy wspotrzednymi wektora v w bazie v1, ..., v,,.



Przyktad 1.41. Poniewaz

7
[7 ]:751—|—782

; ] w bazie 1,5 to (7,7).

wiec wspoétrzedne wektora [

Przyktad 1.42. Poniewaz

wiec wspétrzedne wektora [ ; } w bazie [ % },[ le ] to (3,1).



Stwierdzenie 1.43. Niech V bedzie przestrzeniag wektorowa nad ciatem F', niech By = (v, ..., v,)
oraz Bo = (w1, ..., wy,) beda bazami przestrzeni V. Niech wspdtrzedne wektoréw wq, ..., w, w
bazie B1 beda nastepujace:

w1 = S811V1 -+ S21V2... + Snp1Un
Wy = 812VU1 + S22VU2... + Sp2Un
Wy = 8S1nU1+ S2,V2... + Sy nUn.-

Zdefiniujmy macierz S = [s;;lic{1,..n},je{1,...n} € F

$11 S12 *** Sin
S 8 co e S
G| S s e
| Snl Sn2 ° Snn |

Niech v € V- ma w bazie B, wspdtrzedne (x1,...,x,):
V=2X1UV1+ ... + TpUn.
Wowczas wspétrzedne (y1, ..., y,) wektora v € V w bazie Bs:

V=Y1W1 + ... + YWy



spetniajg zaleznos¢



Definicja 1.44. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem F, niech B1 = (v1, ..., vp,)
oraz Bo = (w1, ..., w,) beda bazami przestrzeni V. Macierz S okreslong w Stwierdzeniu 1.43
nazywamy macierzg przejscia od bazy B do bazy I3;.



]) do bazy (£1,¢2) jest



1.3 Przeksztatcenia liniowe.

Definicja 1.46. Niech V' i W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem F. Funkje 0o:V — W
nazywamy przeksztatceniem liniowym jezeli

Va,be FVv,w eV [p(av+bw)=ap(v)+ bp(w)].



Przyktad 1.47. Funkja ¢: R?> — IR? zdefiniowana wzorem

jest przeksztatceniem liniowym.

Przyktad 1.48. Funkcja ¢: R, [z] = R,,[x]| zdefiniowana wzorem

p(f)=2f

jest przeksztatceniem liniowym.



Definicja 1.49. Niech V i W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem F', niech o:V — W
bedzie przeksztatceniem liniowym. Zbiér:

Ker p ={ve V| p(v)=0}
nazywamy jadrem odwzorowania o, zas zbior
Imp={weW|weV[w=p)|}

nazywamy obrazem odwzorowania .



Przyktad 1.50. Obliczymy jadro i obraz odwzorowania ¢: IR? — R® zdefiniowanego wzorem



Stwierdzenie 1.51. Niech V'i W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem F, niech :
V' — W bedzie przeksztatceniem liniowym. Woéwczas Ker ¢ <V oraz Im p < W,



Definicja 1.52. Niech V' i W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem F', niech o:V — W

bedzie przeksztatceniem liniowym. Niech A = (vi, ..., v,,) bedzie baza przestrzeni V, zas
B = (wy, ..., w,,) baza przestrzeni W. Niech ponadto wspétrzedne wektoréw ¢(v;) w bazie B
beda réwne:

e(v1) = anwi+ awa+ ... + A1 W,

©(v2) = a1owi+ agwa+ ...+ Am2aWn,

©(Vn) = araW1+ G2pW2+ ... + G 1nWin

Macierz A= [a;jlicq1,...n},je{1,..n} €LY

ail Q12 -+ Qin
a a e oo a
A= |t e
| An1 Ap2 - Qpnp |

nazywamy macierzag odwzorowania o w bazach A i .



Stwierdzenie 1.53. Niech V' i W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem F’, niech :
V' — W bedzie przeksztatceniem liniowym. Niech A = (v, ..., v,) bedzie baza przestrzeni V,
zas B = (w1, ..., w,,) baza przestrzeni W, niech A bedzie macierza o w bazach A i B. Jezeli
wspotrzedne wektora v € V' w bazie A réwne s3 (x4, ...,%,), zas wspotrzedne wektora p(v) € W
w bazie B réwne s3 (y1, ..., Ym), to wowczas

Y1 1

Ym Ln



Przyktad 1.54. Obliczymy macierz odwzorowania ¢: R? — IR® zdefiniowanego wzorem

w bazach ([ ? ],[ i ]) oraz (£1,€92,€3).



Stwierdzenie 1.55. Niech V' i W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem F’, niech :
V' — W bedzie przeksztatceniem liniowym. Niech A, i A beda bazami przestrzeni V, By i
By bazami przestrzeni W, niech A bedzie macierza o w bazach A, i 31, zas niech B bedzie
macierzg @ w bazach As i Bs. Niech ponadto C bedzie macierza przejscia od bazy As do Ay,
a D macierza przejscia od bazy 31 do B>:

Ay B
N A |
|
C D | D!
|
N
As 5 B

Wowczas

B=D"1AC.



Whiosek 1.56. Niech V bedzie przestrzenig wektorowa, niech ©:V — V bedzie przeksztatceniem
liniowym. Niech A i B beda bazami przestrzeni V, niech A bedzie macierza © w bazie A, zas

niech B bedzie macierzag ¢ w bazie 5. Niech ponadto C bedzie macierza przejscia od bazy 1B
do A:

A A

A ™

)

B B
B

Wowczas

B=C1AC.



Definicja 1.57. Niech F' bedzie ciatem, niech A, B € F}} beda dwiema kwadratowymi macie-
rzami. Macierze te nazywamy podobnymi, jezeli istnieje nieosobliwa macierz C' € F} taka, ze

B=C"1AC.



1.4 Wartosci wtasne i wektory wtasne.

Definicja 1.58. Niech F' bedzie dowolnym ciatem i niech A € F}. Wartoscig wfasnga macierzy
A nazywamy skalar \ € F' taki, ze dla pewnego wektora v € F'":

Av=)\v.

Wektor v nazywamy odpowiadajagcym wartosci wtasnej A\ wektorem wtasnym macierzy A.



Stwierdzenie 1.59. Niech F' bedzie dowolnym ciatem i niech A € F}'. Wowczas A € F
jest wartosciag wtasng macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy jest pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego macierzy A:

xa(z)=det(A —x-1,)



Przyktad 1.60. Wyznaczy¢ wartosci i wektory wtasne macierzy

17



Definicja 1.61. Niech I bedzie dowolnym ciatem, niech A € F}!. Macierz A nazywamy diago-
nalizowalna, jezeli istnieje nieosobliwa macierz X taka, Zze macierz

X1AX

jest diagonalna.



Stwierdzenie 1.62. Wektory wfasne odpowiadajace roznym wartosciom wtasnym sa liniowo
niezalezne.

Whiosek 1.63. Macierz A € F}} jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy ma n liniowo
niezaleznych wektorow wtasnych.



2 =3

Przyktad 1.64. Sprawdzi¢, czy macierz A:[ 9 _

] jest diagonalizowalna.



