ZESTAW ZADAN 7: PRZESTRZENIE WEKTOROWE I WYMIAR

(1) Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad pierécieniem z dzieleniem D, niech § bedzie zbiorem
wszystkich podprzestrzeni V' czesciowo uporzadkowanym przez relacje inkluzji.
(a) Pokazaé, ze S jest krata zupelna.
(b) Pokazaé, ze S jest krata komplementarna.
(c) Pokazaé, ze S jest krata modularna.
(2) Pokazaé, ze jesli V' jest skoniczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad pierscieniem z dziele-
niem D oraz

Vr=VoVe..aV,

to wowczas, dla wszelkich m > 1, V'™ jest skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa oraz
dimV™ =m - -dimV.

(3) Pokazaé, ze jesli Fy oraz F» sa modulami wolnymi nad pierécieniem o whasnosci niezmiennika
bazowego, to woéwczas rank(F; @ Fy) = rankF} @ rankFs.

(4) Niech R bedzie pierécieniem bez dzielnikow zera i takim, ze dla wszelkich r, s € R istniejaa,b € R,
z ktorych przynajmniej jeden jest rézny od zera, takie, ze ar + bs = 0.

(a) Pokazaé, ze jesli R = K & L, dla pewnych podmoduléw K oraz L lewego R-modutu R, to
wtedy K =0 lub L =0.
(b) Pokazaé, ze jesli R ma 1, to wtedy R ma wlasno$¢ niezmiennika bazowego.

(5) Niech f: V — V' bedzie przeksztalceniem liniowym skénczenie wymiarowych przestrzeni wekto-
rowych V' i V' nad pierécieniem z dzieleniem D takich, ze dim V' = dim V’. Pokazaé, ze nastepujace
warunki sg rownowazne:

(a) f jest izomorfizmem,
(b) f jest epimorfizmem,
(¢) f jest monomorfizmem.

(6) Pokaza¢, ze dowolny pierscien lokalny (tzn. taki, ze zawiera dokladnie jeden lewy ideal maksy-
malny 91) z jedynka ma wlasno$é niezmiennika bazowego.

(7) Pokazaé, ze dowolny pierécien skonczony ma wtasnosé niezmiennika bazowego.

Zadanie domowe: Zadania 5, 6 i 7 nalezy oddac¢ na nastepnych zajeciach.



