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9. Wyk≥ad 9: Kategorie: produkty, koprodukty, obiekty wolne, monomorfizmy i
epimorfizmy.

Definicja 9.1. Kategoria C sk≥ada siÍ z klasy obiektów ObpCq, oznaczanych przez A,B,C, . . . oraz
klasy morfizmów (lub strza≥ek) ArpCq wraz z:
(1) klasπ parami roz≥πcznych klas HompA,Bq, jednym dla kaødej pary obiektów A,B P ObpCq; element

f zbioru HompA,Bq nazywamy morfizmem z A do B i oznaczamy A f
›Ñ B lub f : A Ñ B,

(2) funkcjami HompB,Cq ˆ HompA,Bq Ñ HompA,Cq, dla kaødej trójki A,B,C P ObpCq, zwanej
sk≥adaniem morfizmów; dla morfizmów A

f
›Ñ B oraz B g

›Ñ C wartoúci tej funkcji oznaczamy
pg, fq fiÑ g ˝ f a morfizm A

g˝f
››Ñ C nazywamy z≥oøeniem morfizmów A

f
›Ñ B i B g

›Ñ C.
Ponadto spe≥nione sπ nastÍpujπce aksjomaty:

£πcznoúÊ: jeúli A f
›Ñ B, B g

›Ñ C oraz C h
›Ñ D sπ morfizmami w C, to

h ˝ pg ˝ fq “ ph ˝ gq ˝ f.

IdentycznoúÊ:: dla kaødego obiektu B P C istnieje morfizm B
1B
›Ñ B taki, øe dla dowolnych A f

›Ñ B
oraz B g

›Ñ C:
1B ˝ f “ f oraz g ˝ 1B “ g.

Jeøeli klasy ObpCq oraz ArpCq nie sπ klasami w≥aúciwymi, ale zbiorami, kategoriÍ C nazywamy ma≥π.
Jeúli klasy HompA,Bq, dla kaødej pary obiektów A,B P ObpCq, nie sπ klasami w≥aúciwymi, ale zbiorami,
kategoriÍ C nazywamy lokalnie ma≥π.
Izomorfizmem nazywamy morfizm A

f
›Ñ B taki, øe istnieje morfizm B

g
›Ñ A taki, øe

f ˝ g “ 1B oraz g ˝ f “ 1A.

Jeøeli pomiÍdzy dwoma obiektami istnieje izomorfizm A
f
›Ñ B, to obiekty te nazywamy izomorficznymi

i oznaczamy A – B.
Automorfizmem nazywamy izomorfizm A

f
›Ñ A. Endomorfizmem nazywamy morfizm A

f
›Ñ A.

Przyk≥ady:

(1) Klasa Set wszystkich zbiorów tworzy kategoriÍ, w której morfizmami sπ funkcje, a sk≥adanie
morfizmów jest sk≥adaniem funkcji.

(2) Klasa Grp wszystkich grup tworzy kategoriÍ, w której morfizmami sπ homomorfizmy grup, a
sk≥adanie morfizmów jest sk≥adaniem funkcji.

(3) Klasa Ab wszystkich grup abelowych tworzy kategoriÍ, w której morfizmami sπ homomorfizmy
grup abelowych, a sk≥adanie morfizmów jest sk≥adaniem funkcji.

(4) Klasa Rng wszystkich pierúcieni tworzy kategoriÍ, w której morfizmami sπ homomorfizmy pier-
úcieni, a sk≥adanie morfizmów jest sk≥adaniem funkcji.

(5) Niech R bÍdzie pierúcieniem Klasa R ´ Mod wszystkich lewych R-modu≥ów tworzy kategoriÍ, w
której morfizmami sπ homomorfizmy lewych R-modu≥ów, a sk≥adanie morfizmów jest sk≥adaniem
funkcji.

(6) Klasa T op wszystkich przestrzeni topologicznych tworzy kategoriÍ, w której morfizmami sπ funk-
cje ciπg≥e, a sk≥adanie morfizmów jest sk≥adaniem funkcji.

(7) KlasaMetr wszystkich przestrzeni metrycznych tworzy kategoriÍ, w której morfizmami sπ kontr-
akcje, a sk≥adanie morfizmów jest sk≥adaniem funkcji; przypomnijmy, øe kontrakcjπ przestrzeni
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metrycznej pX, ⇢Xq w pY, ⇢Y q nazywamy funkcjÍ f : X Ñ Y takπ, øe

@x, y P Xr⇢Y pfpxq, fpyqq § ⇢Xpx, yqs.

(8) Niech pG, ¨q bÍdzie grupπ. Wówczas G jest kategoriπ, w której jedynym obiektem jest zbiór G,
zaú morfizmami ze zbioru HompG,Gq wszystkie elementy grupy G, a sk≥adanie morfizmów jest
mnoøeniem w grupie G.

(9) Niech pP,§q bÍdzie preporzπdkiem, tzn. zbiorem z okreúlonπ na nim relacjπ §, która jest zwrotna
i przechodnia. Wówczas P jest kategoriπ, w której obiektami sπ elementy zbioru P , zaú zbiór
morfizmów ze zbioru Hompa, bq jest co najwyøej jednoelementowy i zdefiniowany warunkiem:

a Ñ b wtedy i tylko wtedy, gdy a § b.

Poniewaø relacja § jest przechodnia, wiÍc sk≥adanie morfizmów jest dobrze okreúlone.
(10) Niech n bÍdzie liczbπ porzπdkowπ, tzn. typem porzπdkowym zbioru dobrze uporzπdkowanego;
przypomnijmy, øe porzπdek pP,§q jest dobry, jeøeli relacja § jest antysymetryczna, przechodnia,
zupe≥na i kaødy niepusty podzbiór S zbioru P ma wzglÍdem niej element najmniejszy, z kolei
dwa porzπdki pP1,§1q oraz pP2,§2q majπ ten sam typ, jeøeli istnieje bijekcja f : P1 Ñ P2 taka,
øe

@a, b P P1ra §1 b ñ fpaq §2 fpbqs;

okreúlona w ten sposób relacja pomiÍdzy zbiorami uporzπdkowanymi jest relacjπ równowaønoúci,
a jej klasy abstrakcji nazywamy typami porzπdkowymi. SkoÒczonπ liczbÍ porzπdkowπ n bÍdziemy
rozwaøaÊ jako dobrze uporzπdkowany zbiór poprzedzajπcych jπ liczb porzπdkowych:

n “ t0, 1, 2, . . . , n ´ 1u,

0 bÍdziemy traktowaÊ jako zbiór pusty, a pierwszπ nieskoÒczonπ liczbÍ porzπdkowπ ! (tzn. typ
porzπdkowy zbioru liczb naturalnych N) bÍdziemy utoøsamiali z dobrze uporzπdkowanym zbio-
rem:

! “ t0, 1, 2, . . .u.

W szczególnoúci kaøda liczba porzπdkowa jest kategoriπ. Na przyk≥ad 3 jest kategoriπ, w której
obiektami sπ elementy zbioru t0, 1, 2u, zaú zbiorem morfizmów sπ nastÍpujπce strza≥ki:

0 Ñ 1 Ñ 2

wraz ze wszystkimi swoimi z≥oøeniami. Podobnie ! jest kategoriπ, w której obiektami sπ elementy
zbioru t0, 1, 2, . . .u, zaú zbiorem morfizmów sπ strza≥ki:

0 Ñ 1 Ñ 2 Ñ 3 Ñ . . .

wraz ze wszystkimi swoimi z≥oøeniami.
(11) Klasa Ord wszystkich skoÒczonych liczb porzπdkowych tworzy kategoriÍ, w której morfizma-
mi sπ funkcje zachowujπce porzπdek, tzn., dla danych skoÒczonych liczb porzπdkowych m “

t0, 1, 2, . . . ,m ´ 1u oraz n “ t0, 1, 2, . . . , n ´ 1u, funkcje f : m Ñ n takie, øe

@i, j P mri § j ñ fpiq § fpjqs.

Poniewaø z≥oøenie dwóch funkcji zachowujπcych porzπdek jest funkcjπ zachowujπcπ porzπdek,
wiÍc sk≥adanie morfizmów jest dobrze okreúlone. KategoriÍ Ord, w zaleønoúci od kontekstu, ozna-
cza siÍ teø przez � i nazywa kategoriπ sympleksu.
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(12) Niech C bÍdzie dowolnπ kategoriπ. Klasa CÑ wszystkich strza≥ek kategorii C jest kategoriπ, której
obiektami sπ morfizmy kategorii C, a morfizmy okreúlone sπ nastÍpujπco: jeøeli f, g P ObpCÑ

q,
przy czym A

f
›Ñ B oraz C g

›Ñ D, to Hompf, gq sk≥ada siÍ z wszystkich par p�, q takich, øe
A

�
›Ñ C, B  

›Ñ D oraz  ˝ f “ g ˝ �; innymi s≥owy diagram

A
f
//

�
✏✏

B

 
✏✏

C
g
// D

jest przemienny.
(13) Niech I bÍdzie dowolnπ klasπ. Klasa I jest kategoriπ, której obiektami sπ elementy klasy I, a
morfizmami odwzorowania identycznoúciowe. Kategoria ta nazywana jest kategoriπ dyskretnπ.

Definicja 9.2. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech tAi : i P Iu bÍdzie rodzinπ obiektów kategorii C. Produk-
tem rodziny tAi : i P Iu nazywamy obiekt P wraz z rodzinπ morfizmów tP

⇡i
›Ñ Ai : i P Iu takie, øe dla

dowolnego obiektu B i dowolnej rodziny morfizmów tB
�i
›Ñ Ai : i P Iu istnieje dok≥adnie jeden morfizm

B
�
›Ñ P taki, øe

⇡i ˝ � “ �i,

dla i P I. Innymi s≥owy, nastÍpujπcy diagram jest przemienny:

B
�
//___

�i
  

@

@

@

@

@

@

@

@

P

⇡i
✏✏

Ai

Produkt P oznaczamy przez
±

iPI Ai.

Przyk≥ady:

(14) Produkty istniejπ w kategorii Set, sπ nimi produkty kartezjaÒskie wraz z epimorfizmami kano-
nicznymi.

(15) Produkty istniejπ w kategorii Grp, sπ nimi produkty grup wraz z epimorfizmami kanonicznymi.
(16) Produkty istniejπ w kategorii Ab, sπ nimi produkty grup abelowych wraz z epimorfizmami kano-
nicznymi.

(17) Produkty istniejπ w kategorii Rng.
(18) Produkty istniejπ w kategorii R ´ Mod.
(19) Produkty istniejπ w kategorii T op.
(20) Produkty nie istniejπ w kategoriiMetr.
(21) Produkty istniejπ w kategorii Ord.

Definicja 9.3. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech tAi : i P Iu bÍdzie rodzinπ obiektów kategorii C. Produk-
tem rodziny tAi : i P Iu nazywamy obiekt S wraz z rodzinπ morfizmów tAi

◆i
›Ñ S : i P Iu takie, øe dla

dowolnego obiektu B i dowolnej rodziny morfizmów tAi
 i
›Ñ S : i P Iu istnieje dok≥adnie jeden morfizm

S
 
›Ñ B taki, øe

 ˝ ◆i “  i,
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dla i P I. Innymi s≥owy, nastÍpujπcy diagram jest przemienny:

S
 
//___ B

Ai

◆i

OO

 i

>>

~

~

~

~

~

~

~

~

Koprodukt S oznaczamy przez
≤

iPI Ai.

Przyk≥ady:

(22) Koprodukty istniejπ w kategorii Set, sπ nimi roz≥πczne sumy wraz z monomorfizmami kanonicz-
nymi.

(23) Koprodukty istniejπ w kategorii Ab, sπ nimi (zewnÍtrzne) sumy proste grup abelowych wraz z
monomorfizmami kanonicznymi.

(24) Koprodukty istniejπ w kategorii Grp, sπ nimi (zewnÍtrzne) iloczyny wolne grup wraz z monomor-
fizmami kanonicznymi.

(25) Koprodukty istniejπ w kategorii R ´ Mod.

Definicja 9.4. Niech C bÍdzie kategoriπ. KategoriÍ C nazywamy kategoriπ konkretnπ, jeøeli istnieje
funkcja � : ObpCq Ñ ObpSetq taka, øe

(1) kaødy morfizm A
f
›Ñ B jest funkcjπ pomiÍdzy zbiorami f : �pAq Ñ �pBq;

(2) morfizm identycznoúciowy A 1A
›Ñ A jest funkcjπ identycznoúciowπ 1A : �pAq Ñ �pAq;

(3) sk≥adanie morfizmów jest sk≥adaniem funkcji.

Jako øe o funkcji � moøemy myúleÊ jako o utoøsamieniu obiektów kategorii z odpowiadajπcymi im
zbiorami, powyøsza definicja oznacza po prostu, øe kategoria konkretna jest kategoriπ, w której obiekty
sπ zbiorami, a morfizmy funkcjami.
Przyk≥ady:

(26) Kategorie Set, Ab, Grp, R ´ Mod sπ konkretne.
(27) Grupa G postrzegana jako kategoria z jednym obiektem nie jest konkretna.

Definicja 9.5. Niech C bÍdzie kategoriπ konkretnπ, niech F bÍdzie obiektem kategorii C, niech X bÍdzie
niepustym zbiorem, niech f : X Ñ F bÍdzie odwzorowaniem zbiorów. Obiekt F nazywamy wolnym o
bazie X wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego obiektu H i dowolnej funkcji zbiorów h : X Ñ H istnieje
dok≥adnie jeden morfizm F

�
›Ñ H taki, øe � ˝ f “ h.

Przyk≥ady:

(28) Obiekty wolne istniejπ w kategorii Grp, sπ nimi grupy wolne.
(29) Obiekty wolne istniejπ w kategorii Ab, sπ nimi wolne grupy abelowe.
(30) Obiekty wolne istniejπ w kategorii modu≥ów unitarnych nad pierúcieniami z jedynkπ, sπ nimi
modu≥y wolne.

Definicja 9.6. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech B,C P ObpCq. Morfizm B
�
›Ñ C nazywamy monomorfi-

zmem kategoryjnym (lub monikiem), jeúli dla dowolnych obiektu A i morfizmów A
 1
›
›Ñ
 2

B:

jeúli � ˝  1 “ � ˝  2 to  1 “  2.
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Momorfizm B
�
›Ñ C nazywamy epimorfizmem kategoryjnym (lub epikiem), jeúli dla dowolnych

obiektu D i morfizmów C
 1
›
›Ñ
 2

D:

jeúli  1 ˝ � “  2 ˝ � to  1 “  2.

Przyk≥ady:

(34) Rozwaømy kategoriÍ Grp. Wówczas morfizm B
�
›Ñ C jest monomorfizmem kategoryjnym wtedy i

tylko wtedy, gdy jest róønowartoúciowym homomorfizmem oraz jest epimorfizmem kategoryjnym
wtedy i tylko wtedy, gdy jest surjektywnym homomorfizmem.

(35) Rozwaømy kategoriÍ Rng. Wówczas morfizm B
�
›Ñ C jest monomorfizmem kategoryjnym wtedy

i tylko wtedy, gdy jest róønowartoúciowym homomorfizmem .
(36) Rozwaømy kategoriÍ R ´ Mod. Wówczas morfizm B

�
›Ñ C jest monomorfizmem kategoryjnym

wtedy i tylko wtedy, gdy jest róønowartoúciowym homomorfizmem oraz jest epimorfizmem kate-
goryjnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest surjektywnym homomorfizmem.

Uwaga 9.1. Niech C bÍdzie kategoriπ, niech B,C,D P ObpCq, niech B �
›Ñ C i C  

›Ñ D bÍdπ morfizmami.
Wówczas:
(1) jeúli � i  sπ monomorfizmami kategoryjnymi, to  ˝ � jest monomorfizmem kategoryjnym;
(2) jeúli  ˝ � jest monomorfizmem kategoryjnym, to � jest monomorfizmem kategoryjnym;
(3) jeúli � i  sπ epimorfizmami kategoryjnymi, to  ˝ � jest epimorfizmem kategoryjnym;
(4) jeúli  ˝ � jest epimorfizmem kategoryjnym, to  jest epimorfizmem kategoryjnym;
(5) jeúli � jest izomorfizmem, to jest monomorfizmem kategoryjnym i epimorfizmem kategoryjnym.

Prosty dowód powyøszej uwagi pozostawiamy jako Êwiczenie Czytelnikowi.


