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9. WYKEAD 9: KATEGORIE: PRODUKTY, KOPRODUKTY, OBIEKTY WOLNE, MONOMORFIZMY I
EPIMORFIZMY.

Definicja 9.1. Kategoria C sklada sie z klasy obiektéw Ob(C), oznaczanych przez A, B,C, ... oraz
klasy morfizméw (lub strzalek) Ar(C) wraz z:

(1) klasq parami roztgcznych klas Hom(A, B), jednym dla kazdej pary obiektow A, B € Ob(C); element

f zbioru Hom(A, B) nazywamy morfizmem z A do B i oznaczamy A L B b f:A— B,

(2) funkcjami Hom(B,C) x Hom(A, B) — Hom(A,C), dla kazdej trojki A, B,C € Ob(C), zwanej
skladaniem morfizméw; dla morfizmow A I, B oraz B % C wartosei tej funkcji oznaczamy
(9,f)— go f amorfizm A EENY) nazywamy ztozeniem morfizmow A 5, BiB%C.

Ponadto spetnione sqg nastepujgce aksjomaty:
Lacznosé: jesli A EN B, B C oraz C LNy»! sqg morfizmami w C, to
ho(gof)=(hog)of.

Identycznos$é:: dla kazdego obiektu B € C istnieje morfizm B 15, B taki, ze dla dowolnych A ENY:)
oraz B2 C:
lgof=forazgolg=yg.
Jezeli klasy Ob(C) oraz Ar(C) nie sq¢ klasami wlasciwymi, ale zbiorami, kategorie C nazywamy maly.
Jesli klasy Hom(A, B), dla kazdej pary obiektow A, B € Ob(C), nie sq klasami wlasciwymi, ale zbiorami,
kategorie C nazywamy lokalnie mata.

Izomorfizmem nazywamy morfizm A ENyS taki, ze istnieje morfizm B %> A taki, ze
fog=1gorazgo f =14.

Jezeli pomiedzy dwoma obiektami istnieje izomorfizm A ER B, to obiekty te nazywamy izomorficznymi
i oznaczamy A =~ B.

Automorfizmem nazywamy izomorfizm A 7, A. Endomorfizmem nazywamy morfizm A ENY'

Przyktady:

(1) Klasa Set wszystkich zbioréw tworzy kategorie, w ktérej morfizmami sa funkcje, a sktadanie
morfizmow jest sktadaniem funkcji.

(2) Klasa Grp wszystkich grup tworzy kategorie, w ktorej morfizmami sg homomorfizmy grup, a
sktadanie morfizmoéw jest sktadaniem funkcji.

(3) Klasa Ab wszystkich grup abelowych tworzy kategorig, w ktorej morfizmami sa homomorfizmy
grup abelowych, a sktadanie morfizméw jest sktadaniem funkcji.

(4) Klasa Rng wszystkich pierécieni tworzy kategorig, w ktérej morfizmami sa homomorfizmy pier-
Scieni, a sktadanie morfizmow jest sktadaniem funkcji.

(5) Niech R bedzie pierscieniem Klasa R — Mod wszystkich lewych R-modultéw tworzy kategorie, w
ktérej morfizmami sg homomorfizmy lewych R-modutéw, a sktadanie morfizméw jest sktadaniem
funkcji.

(6) Klasa T op wszystkich przestrzeni topologicznych tworzy kategorie, w ktérej morfizmami sa funk-
cje ciggle, a sktadanie morfizméw jest sktadaniem funkcji.

(7) Klasa Metr wszystkich przestrzeni metrycznych tworzy kategorie, w ktérej morfizmami sg kontr-
akcje, a sktadanie morfizmoéow jest sktadaniem funkcji; przypomnijmy, ze kontrakcja przestrzeni
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(8)

(9)

(11)

metrycznej (X, px) w (Y, py) nazywamy funkcje f: X — Y taka, ze

Yo,y € X[py(f(z), f(v) < px(2,9)].

Niech (G, -) bedzie grupa. Wowczas G jest kategoria, w ktérej jedynym obiektem jest zbior G,
za$ morfizmami ze zbioru Hom(G, G) wszystkie elementy grupy G, a sktadanie morfizméw jest
mnozeniem w grupie G.

Niech (P, <) bedzie preporzadkiem, tzn. zbiorem z okreslong na nim relacja <, ktéra jest zwrotna
i przechodnia. Wéwczas P jest kategoria, w ktérej obiektami sg elementy zbioru P, za$ zbior
morfizméw ze zbioru Hom(a,b) jest co najwyzej jednoelementowy i zdefiniowany warunkiem:

a — b wtedy i tylko wtedy, gdy a < b.

Poniewaz relacja < jest przechodnia, wiec sktadanie morfizmoéow jest dobrze okreslone.

Niech n bedzie liczba porzadkows, tzn. typem porzadkowym zbioru dobrze uporzadkowanego;
przypomnijmy, ze porzadek (P, <) jest dobry, jezeli relacja < jest antysymetryczna, przechodnia,
zupela i kazdy niepusty podzbiér S zbioru P ma wzgledem niej element najmniejszy, z kolei
dwa porzadki (P, <) oraz (P, <2) maja ten sam typ, jezeli istnieje bijekcja f : P, — P, taka,
ze

Va,be Pila <1 b= f(a) <2 f(D)];

okreslona w ten sposob relacja pomiedzy zbiorami uporzadkowanymi jest relacjg rownowaznosci,
a jej klasy abstrakcji nazywamy typami porzadkowymi. Skonczong liczbe porzadkowa n bedziemy
rozwazac¢ jako dobrze uporzadkowany zbiér poprzedzajacych ja liczb porzadkowych:

n=1{0,1,2,...,n— 1},

0 bedziemy traktowaé jako zbiér pusty, a pierwsza nieskonczong liczbe porzadkowa w (tzn. typ
porzadkowy zbioru liczb naturalnych N) bedziemy utozsamiali z dobrze uporzadkowanym zbio-
rem:

w=1{0,1,2,...}.
W szczegolnosci kazda liczba porzadkowa jest kategoria. Na przyktad 3 jest kategoria, w ktorej
obiektami sg elementy zbioru {0, 1,2}, zas zbiorem morfizméw sa nastepujace strzalki:

0—-1—-2

wraz ze wszystkimi swoimi ztozeniami. Podobnie w jest kategoria, w ktorej obiektami sg elementy
zbioru {0, 1,2,...}, za$ zbiorem morfizméw sa strzatki:

0—-1—-2—-3—...

wraz ze wszystkimi swoimi ztozeniami.

Klasa Ord wszystkich skonczonych liczb porzadkowych tworzy kategorie, w ktorej morfizma-
mi sg funkcje zachowujace porzadek, tzn., dla danych skonczonych liczb porzadkowych m =
{0,1,2,...,m —1} oraz n = {0,1,2,...,n — 1}, funkcje f : m — n takie, ze

Vi,jemli < j= f(i) < f(j)].

Poniewaz ztozenie dwoch funkeji zachowujacych porzadek jest funkcja zachowujaca porzadek,
wiec sktadanie morfizmow jest dobrze okreslone. Kategorie Ord, w zaleznosci od kontekstu, ozna-
cza sie tez przez A i nazywa kategorig sympleksu.
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(12) Niech C bedzie dowolna kategoria. Klasa C~ wszystkich strzatek kategorii C jest kategoria, ktorej
obiektami sa morfizmy kategorii C, a morfizmy okreslone sa nastepujaco: jezeli f,g € Ob(C™),

przy czym A L Boraz C % D, to Hom(f,g) sklada sie z wszystkich par (¢,1) takich, ze
AL C, B Y, D oraz Yo f = go¢; innymi stowy diagram

A-t.p

Js

c-2-D

jest przemienny.
(13) Niech Z bedzie dowolna klasa. Klasa Z jest kategoria, ktérej obiektami sa elementy klasy Z, a
morfizmami odwzorowania identycznosciowe. Kategoria ta nazywana jest kategorig dyskretna.

Definicja 9.2. Niech C bedzie kategorig, niech {A; : i € I} bedzie rodzing obiektow kategorii C. Produk-
tem rodziny {A; : i € I} nazywamy obiekt P wraz z rodzing morfizméw {P ~> A; : i € I} takie, ze dla
dowolnego obiektu B i dowolnej rodziny morfizméw {B 2, A; 1 i e I} istnieje dokladnie jeden morfizm
B& P taki, ze

T 0 ¢ = ¢,

dla v € I. Innymi stowy, nastepujgcy diagram jest przemienny:
B-%-p
AN
A
Produkt P oznaczamy przez | [,.; Ai.
Przyktady:

(14) Produkty istnieja w kategorii Set, sa nimi produkty kartezjanskie wraz z epimorfizmami kano-
nicznymi.

(15) Produkty istnieja w kategorii Grp, sa nimi produkty grup wraz z epimorfizmami kanonicznymi.

(16) Produkty istnieja w kategorii .4b, sa nimi produkty grup abelowych wraz z epimorfizmami kano-
nicznymi.

(17) Produkty istnieja w kategorii Rng.

(18) Produkty istnieja w kategorii R — Mod.

(19) Produkty istnieja w kategorii T op.

(20) Produkty nie istnieja w kategorii Metr.

21) Produkty istnieja w kategorii Ord.

Definicja 9.3. Niech C bedzie kategorig, niech {A; : i € I} bedzie rodzing obiektow kategorii C. Produk-
tem rodziny {A; : i € I} nazywamy obiekt S wraz z rodzing morfizméw {A; 2> S : i € I} takie, Ze dla
dowolnego obiektu B i dowolnej rodziny morfizméw {A; Vi, S e I} istnieje dokladnie jeden morfizm
S4B taki, ze

Yo =1,
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dla v € I. Innymi stowy, nastepujgcy diagram jest przemienny:
S-Y-B
Ai
Koprodukt S oznaczamy przez | [,.; A;.
Przyktady:

(22) Koprodukty istnieja w kategorii Set, sa nimi roztaczne sumy wraz z monomorfizmami kanonicz-
nymi.

(23) Koprodukty istnieja w kategorii Ab, sa nimi (zewnetrzne) sumy proste grup abelowych wraz z
monomorfizmami kanonicznymi.

(24) Koprodukty istnieja w kategorii Grp, sa nimi (zewnetrzne) iloczyny wolne grup wraz z monomor-
fizmami kanonicznymi.

(25) Koprodukty istnieja w kategorii R — Mod.

Definicja 9.4. Niech C bedzie kategorig. Kategorie C nazywamy kategoria konkretna, jezeli istnieje
funkcja o : Ob(C) — Ob(Set) taka, ze

(1) kazdy morfizm A ENy; jest funkcjg pomiedzy zbiorami f : 0(A) — o(B);
(2) morfizm identycznodciowy A 14,4 jest funkcjq identycznodciowg 14 : 0(A) — o(A);
(3) skiadanie morfizmdw jest skladaniem funkcji.
Jako ze o funkcji ¢ mozemy mysle¢ jako o utozsamieniu obiektéw kategorii z odpowiadajacymi im
zbiorami, powyzsza definicja oznacza po prostu, ze kategoria konkretna jest kategoria, w ktérej obiekty

sg zbiorami, a morfizmy funkcjami.
Przyktady:

(26) Kategorie Set, Ab, Grp, R — Mod sa konkretne.
(27) Grupa G postrzegana jako kategoria z jednym obiektem nie jest konkretna.

Definicja 9.5. Niech C bedzie kategorig konkretng, niech F bedzie obiektem kategorii C, niech X bedzie
niepustym zbiorem, niech f : X — F bedzie odwzorowaniem zbiorow. Obiekt F nazywamy wolnym o
bazie X wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego obiektu H i dowolnej funkcji zbiorow h : X — H istnieje

doktadnie jeden morfizm F % H taki, ze po f = h.

Przyklady:

(28) Obiekty wolne istnieja w kategorii Grp, sa nimi grupy wolne.

(29) Obiekty wolne istnieja w kategorii .4b, sa nimi wolne grupy abelowe.

(30) Obiekty wolne istnieja w kategorii modutéw unitarnych nad pierscieniami z jedynka, sa nimi
moduty wolne.

Definicja 9.6. Niech C bedzie kategorig, niech B,C € Ob(C). Morfizm B 2 C nazywamy monomorfi-

P
zmem kategoryjnym (lub monikiem ), jesli dla dowolnych obiektu A i morfizméw A — B:
2

Jesli ¢ o by = ¢ o)y to Yy = 1.
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Momorfizm B LA, nazywamy epimorfizmem kategoryjnym (lub epikiem), jesli dla dowolnych

)
obiektu D i morfizmow C — D:
2

jesli gy o ¢ = 1hg 0 ¢ to Py = 1s.
Przyktady:

(34) Rozwazmy kategorie Grp. Wowczas morfizm B 2 c jest monomorfizmem kategoryjnym wtedy i
tylko wtedy, gdy jest roznowarto$ciowym homomorfizmem oraz jest epimorfizmem kategoryjnym
wtedy i tylko wtedy, gdy jest surjektywnym homomorfizmem.

(35) Rozwazmy kategorie Rng. Woéwcezas morfizm B 2 C jest monomorfizmem kategoryjnym wtedy
i tylko wtedy, gdy jest réoznowarto$ciowym homomorfizmem .

(36) Rozwazmy kategorie R — Mod. Woéwczas morfizm B ENYG! jest monomorfizmem kategoryjnym
wtedy i tylko wtedy, gdy jest réznowartosciowym homomorfizmem oraz jest epimorfizmem kate-
goryjnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest surjektywnym homomorfizmem.

Uwaga 9.1. Niech C bedzie kategorig, niech B, C, D € Ob(C), niech B %cicSD bedg morfizmama.
Wowczas:

(1) jesli ¢ i1 sq monomorfizmami kategoryjnymi, to 1 o ¢ jest monomorfizmem kategoryjnym;

(2) jesli 1 o ¢ jest monomorfizmem kategoryjnym, to ¢ jest monomorfizmem kategoryjnym;

(3) jesli ¢ i1 sq epimorfizmami kategoryjnymi, to 1 o ¢ jest epimorfizmem kategoryjnym;

(4) jesli 1p o ¢ jest epimorfizmem kategoryjnym, to 1 jest epimorfizmem kategoryjnym;

(5) jesli ¢ jest izomorfizmem, to jest monomorfizmem kategoryjnym i epimorfizmem kategoryjnym.

Prosty dowo6d powyzszej uwagi pozostawiamy jako ¢wiczenie Czytelnikowsi.



