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7. Wyk≥ad 7: Przestrzenie wektorowe i wymiar.

Rezultaty dotyczπce rangi wolnych grup abelowych (czÍúÊ (3) Twierdzenia 6.1 oraz Twierdzenie 6.2)
nie przenoszπ siÍ bezpoúrednio na modu≥y wolne i wymagajπ bardziej finezyjnego podejúcia. Omówimy
teraz pokrótce te zagadnienia.

Twierdzenie 7.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ, niech M bÍdzie lewym R-modu≥em wolnym z
nieskoÒczonπ bazπ tfi : i P Iu. Wówczas dowolna baza M jest równoliczna z tfi : i P Iu.

Dowód. Za≥óømy, øe M “
∞

iPIxfiy, gdzie xfiy – R, i P I i ustalmy dowolnπ bazÍ tgj : j P Ju modu≥u
M , to znaczy niech M –

∞
jPJxgjy, gdzie xgjy – R, j P J .

Pokaøemy najpierw, øe baza tgj : j P Ju jest nieskoÒczona. PrzypuúÊmy bowiem, øe tgj : j P Ju jest
skoÒczona. Poniewaø zbiór tgj : j P Ju w szczególnoúci generuje M oraz kaødy element gj, j P J , jest
skoÒczonπ kombinacjπ elementów fi, i P I, istnieje skoÒczony zbiór tf1, . . . , fmu Ä tfi : i P Iu generujπcy
M . Poniewaø baza tfi : i P Iu jest nieskoÒczona, istnieje element f P tfi : i P Iuztf1, . . . , fmu. Wówczas
f “

∞m
i“1 xifi, dla pewnych xi P R, oraz f “ f sπ dwoma róønymi przedstawieniami f P M , co daje

sprzecznoúÊ.
Niech Pptgj : j P Juq oznacza rodzinÍ wszystkich skoÒczonych podzbiorów zbioru tgj : j P Ju.
Zdefiniujmy odwzorowanie � : tfi : i P Iu Ñ Pptgj : j P Juq wzorem

�pfq “ tg1, . . . , gnu, jeøeli f ma przedstawienie f “

nÿ

j“1

xjgj dla pewnych xi P Rzt0u.

Poniewaø tgj : j P Ju jest bazπ, elementy g1, . . . , gn sπ jednoznacznie wyznaczone i � jest niniejszym
dobrze okreúlonπ funkcjπ.
Pokaøemy, øe im� jest nieskoÒczony. Na odwrót, przypuúÊmy, øe im� jest skoÒczony. Wówczasî
SPim� S jest skoÒczonym podzbiorem tgj : j P Ju generujπcym tfi : i P Iu, a wiÍc M . Jak po-
przednio, poniewaø baza tgj : j P Ju jest nieskoÒczona, istnieje element g P tgj : j P Juz

î
SPim� S.

Wówczas g “
∞

giP
î

SPim� S xigi, dla pewnych xi P R, oraz g “ g, co daje sprzecznoúÊ.
Ustalmy T P im�. Pokaøemy, øe zbiór �´1

pT q jest skoÒczony. Ustalmy w tym celu element f P �´1
pT q.

Wówczas f P xT y. Wobec tego �´1
pT q Ä xT y. Poniewaø T jest skoÒczony i kaødy element g P T jest

skoÒczonπ kombinacjπ fi, i P I, istnieje skoÒczony podzbiór S Ä tfi : i P Iu taki, øe xT y Ä xSy.
Wobec tego f P xSy i f jest kombinacjπ elementów zbioru S, a zatem f P S, w przeciwnym bowiem
razie otrzymujemy dwa moøliwe przedstawienia elementu f . Tym samym �´1

pT q Ä S i jako taki jest
skoÒczony.
Niech �´1

pT q “ tf1, . . . , fnu i zdefiniujmy odwzorowanie  T : �´1
pT q Ñ im�ˆ N wzorem

 T pfkq “ pT, kq.

Bez trudu sprawdzamy, øe odwzorowanie  T jest róønowartoúciowe i øe rodzina t�´1
pT q : T P im�u

tworzy partycjÍ zbioru tfi : i P Iu. Dalej, zdefiniujmy odwzorowanie  : tfi : i P Iu Ñ im�ˆ N wzorem
 pfkq “  T pfkq, o ile fk P �´1

pT q.

Znowu ≥atwo sprawdzamy, øe  jest róønowartoúciowe i dobrze zdefiniowane. Wobec tego |tfi : i P Iu| §

|im�ˆ N| i tym samym

|tfi : i P Iu| § |im�ˆ N| “ |im�| ¨ @0 “ |im�| § |Pptgj : j P Juq| “ |tgj : j P Ju|.

Powtarzajπc rozumowanie z tfi : i P Iu i tgj : j P Ju zamienionymi miejscami otrzymujemy równieø
|tfi : i P Iu| • |tgj : j P Ju|, co koÒczy dowód. ⇤
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Definicja 7.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ. Jeøeli dowolny niezerowy element R ma element
odwrotny, to R nazywamy pierúcieniem z dzieleniem (lub cia≥em nieprzemiennym, lub cia≥em
skoúnym).

Twierdzenie 7.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem z dzieleniem, M lewym R-modu≥em wolnym z bazπ
tfi : i P Iu. Wówczas dowolna baza M jest równoliczna z tfi : i P Iu.

Dowód. Za≥óømy, øe M “
∞

iPIxfiy, gdzie xfiy – R, i P I i ustalmy dowolnπ bazÍ tgj : j P Ju modu≥u
M , to znaczy niech M –

∞
jPJxgjy, gdzie xgjy – R, j P J .

Jeøeli |tfi : i P Iu| “ 8 lub |tgj : j P Ju| “ 8, to wobec poprzedniego twierdzenia |tfi : i P Iu| “

|tgj : j P Ju|. Za≥óømy wiÍc, øe tfi : i P Iu “ tf1, . . . , fnu oraz tgj : j P Ju “ tg1, . . . , gmu. Niech gm “

r1f1 ` . . .`rnfn, dla pewnych r1, . . . , rn P R i powiedzmy, øe rk jest niezerowym elementem o najniøszym
indeksie. Wówczas fk “ r´1

k gm´r´1
k rk`1fk`1´. . .´rnfn. Wobec tego zbiór tgm, f1, . . . , fk´1, fk`1, . . . , fnu

generuje M . Tym samym gm´1 “ smgm ` t1f1 ` . . . ` tk´1fk´1 ` tk`1fk`1 ` . . . ` tnfn, dla pewnych
sm, t1, . . . , tk´1, tk`1, . . . , tn P R. Nie wszystkie ti sπ równe zeru (w przeciwnym razie gm´1 ´ smgm “ 0
dawa≥oby nietrywialne przedstawienie 0 jako kombinacji g1, . . . , gm), niech wiÍc tj bÍdzie elementem
niezerowym o najniøszym indeksie. Wówczas xj “ t´1

j gm´1 ´ t´1
j smgm ´ t´1

j tj`1fj`1 ´ . . . ´ t´1
j tnfn.

Wobec tego zbiór tgm, gm´1u Y tf1, . . . , fnuztfj, fku generuje M . Tym samym gm´2 jest kombinacjπ
liniowπ gm, gm´1 i fi, dla i P t1, . . . , nuztj, ku. Proces dodawania kolejnych gi i eliminowania kolejnych
fl moøe byÊ kontynuowany. Pod koniec k-tego kroku otrzymujemy zbiór tgm, gm´1, . . . , gm´k`1u wraz ze
zbiorem n ´ k elementów fi, których suma mnogoúciowa generuje M . Jeúli n † m, to pod koniec n-tego
kroku otrzymamy, øe tgm, . . . , gm´n`1u generuje M . Poniewaø m ´ n ` 1 • 2, element g1 by≥by liniowπ
kombinacjπ tgm, . . . , gm´n`1u, co jest niemoøliwe. Zatem n • m. Powtarzajπc rozumowanie z tfi : i P Iu

i tgj : j P Ju zamienionymi miejscami otrzymujemy n “ m. ⇤
Definicja 7.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ. Jeøeli dla dowolnego lewego R-modu≥u wolnego
M kaøde dwie bazy sπ tej samej mocy, to mówimy, øe R ma w≥asnoúÊ niezmiennika bazowego (lub
øe jest pierúcieniem IBP, invariant basis property).
Jeøeli R jest pierúcieniem z w≥asnoúciπ niezmiennika bazowego, a M lewym R-modu≥em wolnym, to
moc dowolnej bazy modu≥u M nazywamy jego rangπ.

Przyk≥ad:

(4) Niech R bÍdzie pierúcieniem z dzieleniem. Wówczas R ma w≥asnoúÊ niezmiennika bazowego.

Lemat 7.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ, niech I Ÿ R, niech M bÍdzie lewym R-modu≥em
wolnym z bazπ tfj : j P Ju, niech  : M Ñ M{IM oznacza epimorfizm kanoniczny oraz

IM “ tr1m1 ` . . . ` rnmn : ri P I,mi P M,n P Nu.

Wówczas M{IM jest lewym R{I-modu≥em wolnym z bazπ tpfjq : j P Ju oraz |tfj : j P Ju| “ |tpfjq :
j P Ju|.

Dowód. Bez trudu sprawdzamy, øe M{IM jest lewym R{I-modu≥em z mnoøeniem zdefiniowanym jako

pr ` Iqpm ` IMq “ rm ` IM, dla r ` I P R{I,m ` IM P M{IM.

Ustalmy m ` IM P M{IM . Wówczas m “ r1f1 ` . . . ` rnfn, dla pewnych ri P R, fi P tfj : j P Ju. Stπd:

m ` IM “ pr1f1 ` . . . ` rnfnq ` IM

“ pr1f1 ` IMq ` . . . ` prnfn ` IMq

“ pr1 ` Iqpf1 ` IMq ` . . . ` prn ` Iqpfn ` IMq

“ pr1 ` Iqpf1q ` . . . ` prn ` Iqpfnq.
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Wobec tego zbiór tpfjq : j P Ju generuje M{IM .
Za≥óømy, øe pr1 ` Iqpf1q ` . . . ` prm ` Iqpfmq “ 0 dla pewnych ri P R, fi P tfj : j P Ju. Wówczas:

0 “

mÿ

i“1

pri ` Iqpfiq “

mÿ

i“1

pri ` Iqpfi ` IMq “

mÿ

i“1

rifi ` IM,

skπd
∞m

i“1 rifi P IM . Zatem
∞m

i“1 rifi “
∞k

j“1 sjgj, dla pewnych sj P I, gj P M . Poniewaø kaødy gj jest
kombinacjπ tfj : j P Ju oraz I jest idea≥em,

∞k
j“1 sjgj jest kombinacjπ elementów zbioru tfj : j P Ju ze

wspó≥czynnikami z I:
mÿ

i“1

rifi “

kÿ

j“1

sjgj “

dÿ

l“1

clhl, dla pewnych cl P I, hl P tfj : j P Ju.

Stπd m “ d, ri “ ci, fi “ hi, a wiÍc ri ` I “ 0 w R{I dla i P t1, . . . ,mu, czyli tpfjq : j P Ju jest liniowo
niezaleøny nad R{I.
Niech fi, fj P tfj : j P Ju oraz niech pfiq “ pfjq. Wówczas

p1R ` Iqpfiq ´ p1R ` Iqpfjq “ 0.

Gdyby fi ‰ fj, to wówczas 1R P I, co by≥oby sprzecznoúciπ. Zatem fi “ fj i  jest róønowartoúciowe. ⇤
Twierdzenie 7.3. Niech R i S bÍdπ pierúcieniami z jedynkπ, niech f : R Ñ S bÍdzie epimorfizmem.
Jeúli S ma w≥asnoúÊ niezmiennika bazowego, to R równieø ma w≥asnoúÊ niezmiennika bazowego.

Dowód. Niech I “ ker f . Wówczas oczywiúcie R{I – S. Niech M bÍdzie lewym R-modu≥em wolnym a
tfi : i P Iu oraz tgj : j P Ju jego bazami. Niech  : M Ñ M{IM oznacza epimorfizm kanoniczny. Wobec
poprzedniego lematu M{IM jest R{I-modu≥em wolnym z bazami tpfiq : i P Iu oraz tpgjq : j P Ju.
Poniewaø R{I – S, wiÍc |tpfiq : i P Iu| “ |tpgjq : j P Ju|, skπd |tfi : i P Iu| “ |tgj : j P Ju|. ⇤
Przyk≥ady:

(5) Niech R bÍdzie pierúcieniem przemiennym z jedynkπ. Wówczas R ma w≥asnóúÊ niezmiennika
bazowego; faktycznie, p0q moøna rozszerzyÊ do idea≥u maksymalnego I, a zatem R{I jest cia≥em,
w szczególnoúci zaú pierúcieniem z dzieleniem oraz  : R Ñ R{I jest surjekcjπ.

(6) Niech R bÍdzie pierúcieniem lokalnym z jedynkπ. Wówczas R ma w≥asnoúÊ niezmiennika bazo-
wego; faktycznie, R ma dok≥adnie jeden lewy idea≥ maksymalny I, a zatem – naúladujπc dowód
twierdzenia, orzekajπcego, iø pierúcieÒ ilorazowy pierúcienia przemiennego z jedynkπ modulo idea≥
maksymalny jest cia≥em – stwierdzamy, øe R{I jest pierúcieniem z dzieleniem oraz  : R Ñ R{I
jest surjekcjπ.

(7) Niech R bÍdzie pierúcieniem skoÒczonym. Wówczas R ma w≥asnoúÊ niezmiennika bazowego; fak-
tycznie, Rm

– Rn pociπga |Rm
| “ |Rn

|.


