Kategorie

Kategoria C sklada sie z klasy obiektéw Ob(C), oznaczanych
przez A, B,C, ... oraz klasy morfizméw (lub strzalek) Ar(C)
WwWIraz 7z:

1. klasa parami rozlacznych klas Hom(A, B), jednym dla
kazdej pary obiektéw A, B € Ob(C); element f zbioru
Hom(A, B) nazywamy morfizmem z A do B i oznaczamy

AL Bwb f:A- B,

2. funkcjami Hom(B,C) x Hom(A, B) —» Hom(A, (), dla
kazdej trojki A, B, C € Ob(C), zwanej sktadaniem

morfizméw; dla morfizméw A I, Boraz B C wartosci
tej funkcji oznaczamy (g, f) — g o f a morfizm A LNy

nazywamy zlozeniem morfizméw A L. BiBS%C.



Ponadto spelnione sg nastepujace aksjomaty:

FLacznosé jesli A ER B, BY C oraz C LNy sg morfizmami
w C, to
ho(gof)=(hog)of.
Identycznos$é: dla kazdego obiektu B € C istnieje morfizm

Bl% B taki, ze dla dowolnych A 1, B oraz
B ¢

lgof=forazgolg=g.



Jezeli klasy Ob(C) oraz Ar(C) nie sa klasami wlasciwymi, ale
zbiorami, kategorie C nazywamy mala. Jesli klasy Hom(A, B),
dla kazdej pary obiektéw A, B € Ob(C), nie sa klasami
wlasciwymi, ale zbiorami, kategori¢ C nazywamy lokalnie
malg.

Izomorfizmem nazywamy morfizm A ENyS taki, ze istnieje
morfizm B % A taki, ze

fog=1lporazgof=14.

Jezeli pomiedzy dwoma obiektami istnieje izomorfizm A ER B,
to obiekty te nazywamy izomorficznymi i oznaczamy A =~ B.

Automorfizmem nazywamy izomorfizm A ENy'S

Endomorfizmem nazywamy morfizm A ENY')



Definicja

Niech C bedzie kategorig, niech {A; : i € I} bedzie rodzing
obiektow kategorii C. Produktem rodziny {A; :i € I}
nazywamy obiekt P wraz z rodzing morfizméw {P TS A;qie I}
takie, ze dla dowolnego obiektu B i dowolnej rodziny morfizmoéw
{B #, i 11 € I} istnieje dokladnie jeden morfizm B 2 p taki,
zZe

Wio¢:¢ia

dla 1 € 1. Innymi slowy, nastepujgcy diagram jest przemienny:

B-%-p

BN

A;

Produkt P oznaczamy przez | [;o; Ai.



Definicja

Niech C bedzie kategorig, niech {A; : i € I} bedzie rodzing
obiektow kategorii C. Produktem rodziny {A; :i € I}
nazywamy obiekt S wraz z rodzing morfizmow {A; 2> S ;i e I}
takie, ze dla dowolnego obiektu B i dowolnej rodziny morfizmoéw
{A; Vi Sie I} istnieje dokladnie jeden morfizm S B taki,
zZe

Yo =,

dla 1 € 1. Innymi slowy, nastepujgcy diagram jest przemienny:
s-Y.B

i
A;

Koprodukt S oznaczamy przez | [,o; Ai.



Definicja
Niech C bedzie kategorig. Kategorie C nazywamy kategoria
konkretna, jezeli istnieje funkcja o : Ob(C) — Ob(Set) taka, ze

1. kazdy morfizm A ENyS jest funkcjg pomiedzy zbiorami
f:0(A) = o(B);

2. morfizm identycznosciowy A 14,4 jest funkcjq
identycznosciowg 14 : 0(A) — o(A);

3. skladanie morfizméw jest skiadaniem funkcji.



Definicja

Niech C bedzie kategorig konkretng, niech F' bedzie obiektem
kategorii C, niech X bedzie niepustym zbiorem, niech f: X — F
bedzie odwzorowaniem zbioréw. Obiekt F' nazywamy wolnym o
bazie X wtedy ¢ tylko wtedy, gdy dla dowolnego obiektu H i
dowolnej funkcji zbiorow h : X — H istnieje dokladnie jeden

morfizm F %H taki, ze po f = h.



Definicja
Niech C bedzie kategorig, niech B,C € Ob(C). Morfizm B 2 ¢
nazywamy monomorfizmem kategoryjnym (lub
monikiem ), jesli dla dowolnych obiektu A i morfizméw
A2 B
P2 o
jesli g oy = ¢ o1ha to P = 1a.

Momorfizm B 2, C nazywamy epimorfizmem kategoryjnym
(lub epikiem ), jesli dla dowolnych obiektu D i morfizmdéw
P
C 21 D:
P2 o
jesli r o ¢ =Py 0 ¢ to Py = 1.



Uwaga
Niech C bedzie kategorig, niech B,C, D € Ob(C), niech B 20
c% D bedg morfizmami. Wowczas:
1. jesli ¢ i1 s¢ monomorfizmami kategoryjnymi, to 1 o ¢ jest
monomorfizmem kategoryjnym;
2. jesli ¢ o ¢ jest monomorfizmem kategoryjnym, to ¢ jest
monomorfizmem kategoryjnym;
3. jesli ¢ i Y sq epimorfizmami kategoryjnymi, to ¥ o ¢ jest
epimorfizmem kategoryjnym;
4. jedli ¢ o ¢ jest epimorfizmem kategoryjnym, to i jest
epimorfizmem kategoryjnym;
5. jesli ¢ jest izomorfizmem, to jest monomorfizmem
kategoryjnym i epimorfizmem kategoryjnym.



