Przestrzenie wektorowe i wymiar

Definicja

Niech D bedzie pier$cieniem z dzieleniem. Lewy unitarny
D-modul V nazywamy przestrzenia wektorowa.



Lemat
Maksymalny liniowo niezalezny podzbior X przestrzeni
wektorowej V nad pierscieniem z dzieleniem D jest bazg V.



Twierdzenie
Kazda przestrzen wektorowa V' mnad pierscieniem z dzieleniem D
jest D-modutem wolnym.



Twierdzenie
Kazdy zbior generatorow przestrzeni wektorowej nad
piericieniem z dzieleniem D zawiera baze.



Lemat
Niech R bedzie pier$cieniem z 1 ¢ niech F' bedzie R-modutem

wolnym z nieskonczong bazg X. Wowczas kazda baza F' jest tej
samej mocy co X.



Twierdzenie
Jezeli V' jest przestrzeniq wektorowq nad pierscieniem z
dzieleniem D, to dowolne dwie bazy V' sq tej samej mocy.



Definicja

Niech R bedzie piericieniem z jedynkqg takim, ze dla dowolnego
R-modulu wolnego F dowolne dwie bazy F' sq tej samej mocy.
Wowczas mowimy, ze R ma wlasno$¢ niezmiennika
bazowego.



Lemat

Niech R bedzie pierScieniem z jedynkq, I idealem pierscienia R,
F lewym R-modulem wolnym z bazg X oraz niech X and

k: F — F/IF bedzie kanonicznym epimorfizmem. Wowczas
F/IF jest R/I-modutem wolnym z bazqg k(X) oraz

R(X)] = |X].



Lemat

Niech f: R — S bedzie niezerowym epimorfizmem pierscieni z
jedynkami. Jesli S ma wilasnosé niezmiennika bazowego, to ma
go rowniez R.



Twierdzenie
Dowolny pierscient przemienny z jedynkg ma wtasno$é
niezmiennika bazowego.



