Wolne grupy abelowe

Definition

Grupe abelowg (F,+) nazywamy wolng grupa abelowa, gdy
F=>/{fi), gdzie v(f;) = +o0, i € I. Rodzine {f; :i € I}
nazywamy baza (lub zbiorem wolnych generatoréw) wolnej
grupy abelowej F'.



Theorem

1. Niech F bedzie wolng grupg abelowq z bazq {f; : i€ I}.
Kazdy element f € F ma jednoznaczne przedstawienie

postact
f=> xifi,

iel
gdzie x; € Z oraz x; = 0 dla prawie wszystkich i € 1.
2. Istnieje wolna grupa abelowa o bazie dowolnej mocy.

3. Kazde dwie wolne grupy abelowe o bazach réwnej mocy sq
izomorficzne.



Theorem
Dowolne dwie bazy wolnej grupy abelowej sq tej samej mocy.



Definition
Niech F bedzie wolng grupg abelowg. Moc dowolnej jej bazy
nazywamy ranga wolnej grupy abelowej i oznaczamy rank F.



Corollary

Dowolne dwie wolne grupy abelowe sq izomorficzne wtedy i tylko
wtedy, gdy majg rowne rangi.



Theorem (wlasnosé uniwersalna wolnych grup abelowych)

Niech (F,+) bedzie grupg abelowg. Wowczas F' jest wolng grupg
abelowq o bazie {f; :i € I} wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej
grupy abelowej H i jej rodziny elementow {h; : i € I} istnieje
dokladnie jeden homomorfizm h : F' — H taki, zZe h(f;) = h;.



Theorem
Kazda grupa abelowa jest homomorficznym obrazem pewnej
wolnej grupy abelowe;.



Moduty wolne

Definition

Niech R bedzie piericieniem z jedynkqg. Lewy unitarny R-modul
M nazywamy modutem wolnym, gdy M = ., {fi), gdzie
{fi) = R, i€ 1. Rodzine {f; : i € I} nazywamy baza (lub
zbiorem wolnych generatoréw ) modulu wolnego M.



Theorem
Niech R bedzie pierscieniem z jedynkg.
1. Niech M bedzie lewym R-modulem wolnym z bazq
{fi i eI}. Kazdy element f € M ma jednoznaczne
przedstawienie postaci

f=>ifi,
iel
gdzie x; € R oraz x; = 0 dla prawie wszystkich i € I.

2. Istnieje R-modul wolny o bazie dowolnej mocy.



Theorem (wlasnosé uniwersalna modutéw wolnych)

Niech R bedzie pierscieniem z jedynkqg. Niech M bedzie lewym
unitarnym R-modulem. Wowczas M jest modulem wolnym o
bazie {f; : i € I} wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego lewego
unitarnego R-modulu N i jego rodziny elementéw {h; : i € I}
istnieje dokladnie jeden homomorfizm h : M — N taki, Ze

h(fi) = hi.



Theorem
Niech R bedzie pierscieniem, niech K bedzie lewym R-modulem.
Wowczas K jest homomorficznym obrazem pewnego lewego R
modutu M o nastepujgcej wiasnosci:
istnieje podzbior {f; : 1 € 1} zbioru M taki, Ze dla
kazdego lewego R-modutu N 4 jego rodziny elementow
{h; : i € I} istnieje dokladnie jeden homomorfizm h :
M—- N taki, ze h(fl) = hl



Corollary

Niech R bedzie pierScieniem z jedynkq. Kazdy lewy unitarny
R-modut jest homomorficznym obrazem pewnego R-modulu
wolnego.



