Pawel Gladki

Wybrane zagadnienia algebry

http://www.math.us.edu.pl/ ~ pgladki/



Konsultacje: Sroda, 13:00-13:45

Jezeli chcesz spotkaé sie z prowadzacym podczas konsultacji,
postaraj sie powiadomi¢ go o tym przed lub po zajeciach,
zadzwon do jego pokoju, lub wyslij mu emaila.

Mozliwe sg takze inne terminy konsultacji po wczesniejszym
uzgodnieniu, takze na Teams/Zoom.



Zasady zaliczania przedmiotu:
» 2 kolokwia warte w sumie 60% punktéw
» zadania domowe warte w sumie 30% punktéw

» aktywno$¢ na zajeciach warta w sumie 10% punktéw



Plan wykladu:
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Pojecie modutu. Podmoduty. Podmoduty generowane przez
zbidr.

Homomorfizmy modutéw. Modut ilorazowy, twierdzenie o
homomorfizmie.

Ciagi doktadne. .

Produkty grup. Produkty i koprodukty grup abelowych.
Produkty i koprodukty modutéw.

Rozszczepialne ciagi dokladne.

Wolne grupy abelowe. Moduty wolne.

Przestrzenie wektorowe i wymiar.

Modutly projektywne i injektywne.

Kategorie: produkty, koprodukty, obiekty wolne,
monomorfizmy i epimorfizmy.

Kategorie: ekwalizatory, jadra, obrazy.

Funktory i transformacja naturalna funktoréw.

Funktory reprezentowalne.

Uniwersalne strzatki, granice i kogranice.

Funktory sprzezone.

Twierdzenie o funktorze sprzezonvim.



Literatura:
1. P. Aluffi, Algebra: Chapter 0, Springer 20009.
2. T. Hungerford, Algebra, Springer 1974.

3. S. MacLane, Categories for the Working Mathematician,
Springer 1971.



Pojecie modulu. Podmoduty.
Podmoduly generowane przez zbior.



Definicja
Niech R bedzie pierScieniem, M addytywng grupg przemienng.
M nazywamy lewym R-modulem, jezeli na M okreslone jest
dzialanie zewnetrzne z pierscieniem skalarow R - : R x M — M
takie, Ze

1. Ya € RVmy,mg € M[a(my + m2) = am; + ams],

2. Yai,az € RVm € M[(a1 + aa)m = aym + agm],

3. Yai,as € RVm € M[(a1a2)m = ai(aam)].
Jezeli R jest pierscieniem z jedynkq i spelniony jest dodatkowo
warunek

4. Vme M(1m =m),
to M nazywamy lewym unitarnym R-modutem.

W analogiczny sposob definiujemy prawy R-modul ¢ prawy
unitarny R-modul.



Uwaga
Niech R bedzie pierscieniem, M lewym unitarnym R-modulem.
Wowczas:

1. Yai,ay € RYm € M[(a; — az)m = aym — agm],

2. Yme M(0m = 0).
Jezeli R jest pierscieniem z jedynkq, a M lewym unitarnym
R-modutem, to

3. Vme M[(—1)m = —m].



Uwaga
Niech R bedzie pierScieniem, M addytywnag grupg przemienng.

Wowczas M jest lewym R-modutem wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje homomorfizm pierscient ¢ : R — EndM .



Przyktady:

1. Niech F' bedzie ciatem, V przestrzenia wektorowa nad
ciatlem F.

Wéwcezas V' jest lewym unitarnym F-modulem.

2. Niech A bedzie addytywna grupa abelowa.
Wowcezas A jest lewym unitarnym Z-modutem.

3. Niech R bedzie pierscieniem, I idealem lewostronnym w R.
Wéwczas I jest lewym R-modutem.

4. Niech R bedzie pierscieniem.

Wowcezas R jest lewym R-modutem.



5. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem F', niech
7 € EndV, niech ¢ : F[z] — EndV bedzie dane wzorem

Wowcezas V jest lewym unitarnym F'[z]-modulem.



Definicja
Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modulem.

Podzbior N zbioru M nazywamy podmodutem modutu M,
gdy (N, - rxn) jest lewym R-modulem.

Oznaczamy N < M.



Przyktady:

6. Niech F' bedzie cialem, V przestrzenia wektorowa nad
cialem F', W podprzestrzenia przestrzeni V.

Wéwcezas W jest podmodutem V.

7. Niech A bedzie addytywna grupa abelowa, B podgrupa
grupy A.
Woéwcezas B jest podmodutem A.

8. Niech R bedzie pierscieniem, I idealem lewostronnym w R.

Wéwczas I jest podmodutem modutu R.



9.

10.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorows nad ciatem F,
niech 7 € EndV.

Niech W bedzie podprzestrzenia 7-niezmiennicza
przestrzeni V.

Woéwczas W jest podmodutem F[z]-modutu V.
Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, [
ideatem lewostronnym R.

Wéwezas IM = {aymy + ...+ apymy :a; € I,m;e M} < M.



Twierdzenie
Niech R bedzie pierScieniem, M lewym R-modutem,
R = {N; : 1 € I} rodzing podmoduléw modulu M.

Woéwczas:
1. Nieg Ni jest podmodulem modulu M,

2. U;eg Ni gest podmodulem modulu M, o ile R jest
tancuchem.



Definicja

Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem oraz A c G
pewnym zbiorem.

Nagmniejszy w sensie inkluzji podmodul modulu M zawierajgcy
zbior A (tj. przekrdj wszystkich podmoduléw modulu M
zawierajgcych A) nazywamy podmodulem generowanym
przez A i oznaczamy (A).



Kazdy zbior A o tej wlasnosci, ze (Ay = M nazywamy zbiorem
generatoréow modutu M.

Jesli A ={ay,...,an} to oznaczamy
lay, ... an) = {(A).

Moéwimy, Ze modul jest skonczenie generowany
(odpowiednio, cykliczny ), gdy istnieje skoriczony (odpowiednio,
jednoelementowy) zbior jego generatorow.



Twierdzenie (o postaci elementéw podmodutu
generowanego przez zbior)

Niech R bedzie piericieniem, M lewym R-modulem oraz A ¢ G
pewnym zbiorem.

Wowczas

(A) = {ra1+...+rpan +kibi + ...+ kb, ¢
n,meN,r; € R,a;,b; € A, k; € Z}.

Jezeli R jest pierscieniem z jedynkq, a M unitarnym
R-modutem, to wowczas:

(A) ={ria1 +...+rpap, :neN;r € R a; € A}.



Przyktady:

11.

12.

13.

14.

Niech F' bedzie cialem, V przestrzenia wektorowa nad
cialem F.

Kazda podprzestrzen jednowymiarowa jest podmodulem
cyklicznym.

Kazda podprzestrzen skonczeniewymiarowa jest
podmodutem skonczenie generowanym.

Niech A bedzie addytywna grupa abelowa.

Kazda podgrupa cykliczna jest podmodutem cyklicznym.
Niech R bedzie pierécieniem.

Kazdy ideal gléwny jest podmodutem cyklicznym.

Niech V' bedzie skonczeniewymiarows przestrzenia
wektorows nad ciatem F', niech 7 € EndV.

Wéwezas F|x]-modul V' jest skonczenie generowany.



Definicja
Niech R bedzie piericieniem, M lewym R-modulem,
Nl, N2 < M.

Podmodul (N1 U Na) nazywamy suma algebraiczng Ny i Ny i
oznaczamy N1 + Na.



Twierdzenie (o postaci elementéw sumy algebraicznej
podmodutéw)

Niech R bedzie piericieniem, M lewym R-modulem,
Nl, N2 < M.

Wowczas:

Ny + Ny = {n1+n2 tny ENl,nQENQ}.



Twierdzenie (Dedekinda)

Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem,
K,L,N < M i niech K o L.

Wowczas
Kn(L+N)=L+KnN.



