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Zestaw zadan 4: Izometrie przestrzeni ortogonalnych

Izometriami wlasnymi figury nazywamy te automorfizmy ortogonalne (izometrie), dla ktérych
obrazem danej figury jest ona sama. Wyznaczy¢ wszystkie izometrie wtasne (ich macierze wzgle-
dem bazy kanonicznej))
a) kwadratu ( :i ) + R(2e1,2¢9) w R? ze zwyklym iloczynem skalarnym (jest ich 8);
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b) kwadratu | —1 | + R(2e1,2e3) w R3 ze zwyklym iloczynem skalarnym (jest ich 16);
0
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c) szedcianu | —1 | + R(2e1,2e9,2e3) w R? ze zwyklym iloczynem skalarnym (jest ich 48);
-1
(Wskazoéwka: kazde przeksztalcenie, przeksztatcajace wierzchotki na wierzchotki i sasiednie wierz-
chotki na sasiednie wierzchotki musi by¢ izometria).
Przedstawi¢ jako zlozenie symetrii hiperptaszczyznowych endomorfizm przestrzeni R* ze zwyktym
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iloczynem skalarnym, majacy macierz 00 1 wzgledem bazy kanonicznej.
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Sprawdzi¢, ze zbiér SO(R, 2) rzeczywistych macierzy ortogonalnych stopnia 2 o wyznaczniku 1 jest

. cos(x) —sin(z) | L s : :
rowny {{ sin(z) cos(z) } cx €0, 27‘(‘)}}. Wyznaczyé zbiér O(R, 2) rzeczywistych macierzy

ortogonalnych stopnia 2.
Niech w R2 q(| * |) = 2% — y2. Sprawdzié, e SO(R, q) = { + cosh(z) — sinh(z) cx €R .
y Y

—sinh(z) cosh(x)
Wyznaczyé O(R, q)
Definicje funkcji hiperbolicznych:

sinh(z) = ‘ _26
cosh(z) = ‘ _267
sinh(x)
th = .
(z) cosh(x)

Dwa obiekty geometryczne nazywamy przystajacymi, gdy istnieje automorfizm ortogonalny
przeksztatcajacy jeden z nich na drugi, i $cisle przystajacymi, gdy istnieje izometria parzysta
przeksztatcajaca jeden z nich na drugi.

a) wykazaé, ze kazda z relacji: przystawania i Scistego przystawania jest relacja rownowaznosci;
b) wykazaé, ze kazde dwie bazy prostopadte unormowane przestrzeni ortogonalnej sa przystajace;
¢) wykazaé, ze zbior wszystkich baz prostopadtych unormowanych rozpada sie na dwa podzbiory
tak, ze kazde dwie bazy nalezace do jednego podzbioru sa Scisle przystajace, a nalezace do réoznych
podzbioréw - nie sa $cisle przystajace (podzbiory te nazywamy orientacjami );

d) z wektoréw €1, €9, €3 przestrzeni R3 ze zwyktym iloczynem skalarnym mozna utworzy¢ szeé

roznych baz prostopadtych unormowanych. Ktére z nich sa do siebie $cisle przystajace?
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Wykazaé, ze dla kazdej izometrii parzystej przestrzeni R? ze zwyktym iloczynem skalarnym istnie-
cos(z) —sin(z) 0

je baza, wzgledem ktorej macierza tej izometrii jest macierz | sin(z) cos(z) 0 |. (Skorzystaé
0 0 1

z tego, ze taka izometria musi by¢ ztozeniem dwdch symetrii ptaszezyznowych)

¢ jest zwyktym iloczynem skalarnym w przestrzeni wspotrzednych F. Wykazaé:

a) Macierz kwadratowa A stopnia n nad ciatem F jest symetryczna i idempotentna (tzn. A? =

A)& A jest macierza rzutu prostopadlego na pewna podprzestrzen wzgledem bazy kanoniczne;.

(wskazéwka: zadanie 77 str. 77);

b) Macierz kwadratowa B stopnia n nad cialem F jest symetryczna i inwolutywna (tzn. B? = )<

B jest macierza symetrii wzgledem pewnej podprzestrzeni w bazie kanonicznej przestrzeni F™ ze

zwykltym iloczynem skalarnym.

Wykazaé, ze dla macierzy kwadratowej A stopnia n nad cialem F' nastepujace warunki sa row-

nowazne:

i) AT- A =1,

ii) A jest macierza w bazie kanonicznej automorfizmu ortogonalnego przestrzeni F™ ze zwyklym

iloczynem skalarnym;

iii) A jest macierza automorfizmu ortogonalnego pewnej przestrzeni orogonalnej wzgledem bazy

prostopadtej unormowanej;

iv) A jest macierza przejcia od jednej bazy prostopadtej unormowanej do drugiej bazy prostopa-

dlej unormowanej pewnej przestrzeni ortogonalne;j;

v) kolumny A tworza baze prostopadlta unormowana przestrzeni F" ze zwyklym iloczynem ska-

larnym;

vi) transponowane wiersze A tworza baze prostopadla unormowang przestrzeni F™ ze zwyklym

iloczynem skalarnym.

Macierz spehiajaca powyzsze warunki nazywamy macierzg ortogonalng.

Udowodni¢, ze:

a) macierz jednostkowa [ jest macierza ortogonalna;

b) macierz odwrotna do macierzy ortogonalnej jest macierzg ortogonalna;

¢) iloczyn macierzy ortogonalnych jest macierza ortogonalna.

Niech v bedzie unormowanym wektorem przestrzeni ortogonalnej (F", ) ze zwyklym iloczynem

skalarnym ¢ (tzn. ¢(v) = 1). Sprawdzié, ze macierz P = I — 2uvT jest macierza ortogonalna.

Obliczy¢ Pv i Pw przy zalozeniu, ze w L v.

Jak zbudowa¢ macierz ortogonalna z dowolnego wektora nieizotropowego?

Dobra¢ trzecig kolumne tak, by macierz A o wyrazach rzeczywistych byta macierza ortogonalng:

I T
Bovz
A=| & 0
o1,
NVERRVC R

Sprawdzi¢, ze dla dwoch rozwigzan X,Y réwnania z zadania ?? str. ?? macierz XY ! jest
macierzg ortogonalna. Sprawdzi¢, ze jesli X jest rozwiazaniem tego rownania, a P jest macierza
ortogonalng, to PX jest rozwigzaniem tego rOwnania.

Udowodni¢ rownowaznosci:

a) p € O(V,§) & ¢~ € O(V,¢)
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b)(( )G)O(Vf)/\wéO(Vé“))@(806O(V,f)@Ww€0(W€))®(¢EO(V,§)A¢O@/}€

(14) Niech V' = R[X], bedzie przestrzenia wielomianéw stopnia < n nad cialem R. Odwzorowanie
b: V-V — ]R okreslono wzorem

b(f,9) = /f b(f.g) = /f

Wykazaé, ze b jest forma dwuliniowg symetryczn@, niezdegenerowana i dodatnio okreslona. Wy-

znaczy¢ macierz b wzgledem bazy 1, X, ..., X". Dla n = 4 znale¢ baze prostopadta unormowana.
x x’
(15) Wykazaé, ze przestrzen ortogonalna (R3, &), gdzie £(| vy |, | ¥ |) = a2’ + 2y + 2"y + 3yy’ +
z 2!
27 jest przestrzenig euklidesowg. Znalezé réwnanie ogdlne prostej prostopadlej do plaszezyzny
0 1 0 2
Sol(X; = 0) i przecinajacej proste Ly, Lo, gdzie Ly = | 1 | +lin(| 1 |), | 1 | +ln(| 1 |).
0 1 1 0
(16) Dla jakich warto$ci parametru a € R przestrzen ortogonalna (R®, &) w ktérej
- T
T2
a(| 2 |) = a(@? + 2’ + 27 + 12 + 35+ 36) + 2135 + 0135 + 1134 + 1125 + 112
4
s
L T

+ T3 + ToTy + ToXs + Tolg + T3Ty + T3Ts + T3Lg + T4l + T4Tg + I51’6)

jest euklidesowa ?



