Zestaw zadan 3: Ortogonalizacja Grama-Schmidta

(1) Niech (vy,vs,...,v,) bedzie baza prostopadta unormowana przestrzeni ortogonalnej (V,§), a
(u1,ug, ..., u,) - dowolnym uktadem wektorow. Udowodnié, ze macierz P = [{(v;, u;)], jest ma-
cierza przejscia od (vy, vg, ..., v,) do (ug, ug, ..., uy).

(2) Znalezé baze ortogonalna przestrzeni ortogonalnej (V,§), jesli:
(a) V = R3, amacierz funkcjonatu dwuliniowego ¢ : R®xR?* — R w bazie (e, +e54¢€3, 1 +¢3,€3)
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(b) V=R* aq( g ) =2xz +yz — zy;
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(c) V =73, a macierz ¢ w bazie kanonicznej jest réwna
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(3) Znalez¢ baze prostopadla unormowang przestrzeni (Q?, €) w ktorej q( [ z } ) = 22?4 2y%. Czy ma

bazg prostopadla unormowang przestrzen (Q?,¢), w ktérej q([ ; ]) = T2? + Ty*? (Wskazowka:

zadanie 77 str. 77)
(4) Metoda Jacobiego znajdowania kongruentnej macierzy diagonalnej.
(a) Niech A; = G¢(vy,. .., vi) bedzie macierzg Grama ukladu poczatkowych ¢ wektoréw spordd
wektoréw vy, ..., v, a uy, ..., ur beda wektorami otrzymanymi z vy, . .., vx za pomocg ortogona-
lizacji Grama. Wykazaé, ze jesli vy, ..., vy sa liniowo niezalezne i lin(vy, ..., vx) jest anizotropo-
d@t(Ag)
det(Al) ’

wa, to Ge(uq, ..., uy) jest macierzg diagonalng majaca na przekatnej skalary det(A;),

det(As) det(Ay)
det(As)” " det(Ax—1)

(b) Niech dla macierzy symetrycznej A = [a;;] stopnia n macierze A, = [ay1], A2 = [ i } ,

Q21 (22
.., A, = A maja wyznaczniki r6zne od 0. Udowodnié¢, ze macierz A i macierz diagonalna, majaca
det(Ay) det(As) det(A,)
det(A1)7 det(Ag)’ Y det(An_1)
(5) Metoda Lagrange’a znajdowania kongruentnej macierzy diagonalne;j.

Niech w niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej (V, £) wzér na wartosé formy kwadratowej

na przekatnej skalary det(A;), sg macierzami kongruentnymi.
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w zaleznosci od wspoétrzednych w bazie (vy, ..., v,) dany bedzie wielomianem
F(X17X27 PN ,Xn) = Z Zainin.
i=1 j=i

Tworzymy ciag wielomianéw:
krok 1.
1) Jeéll a1 7£ 0, to

F(Xl,XQ,...,X —GHX +Z&11X1X +Zzam i)

=2 j=1

n

2
1 1
dodajac i odejmujac (W Z alinXz) i oznaczajac Y; = X1 + 2 Z a1;X;, b1 = an

a
15 n =

n

przepisujemy wzér (?7) w postaci

F(X1,X0,..., X)) =0Y, 2+ Fi(Xs,..., X,)

n 2
gdzie [y (Xa, ..., X ZZ%XX (2;11 z;auxlXi) ;

=2 j=i
11) Jeéll a1 = 0, to

F(X1, Xs,...,X ZaMXlX +ZZ%XX

=2 j=t
i jesli k jest najmniejszym takim numerem, ze ajp # 0 (dlaczego istnieje takie k7), to
n n

1
oznaczamy Zj = g a1; X; — Xy, wyliczamy z tej réwnosci Xy, = — (Z + X1 — g a1; X;)
, A1k ,
i=k i=k+1
i wstawiamy do wielomianu F'; porzadkujemy otrzymane wyrazenie doprowadzajac je do

postaci
F(X1,Xo,..., X)) =X1(Z1 + X))+ F'(Xoy ..., Xb1, Zp, Xji1, - -+, X)
i to wyrazenie przeksztalcamy jak w przypadku i).
krok 2. po wykonaniu kroku 1. i uzyskaniu wyrazenia
F(X1,Xo,...,X,) =0V, 2+ F1(Xa, ..., X,)
stosujemy krok 1. do wzoru Fi(Xo, ..., X,) na wartos¢ formy kwadratowej na wektorze z prze-

strzeni lin(ve, . .., v,); uzyskane Wyrazenle Fi(Xs, ..., X,) =0Y, 2+ Fy(X3,. .., X,) wstawiamy
do wzoru F(X7, Xg, LX) =0Y 2+ B (X, .., X)) i uzyskujemy wzor

F(X1,Xa,...,X,) =bY; 2+ Y, 2 + Fy(Xs,..., X))

krok m. jesli po wykonaniu krokow 1,2, . — 1 powstaje wzoér
F(X1, Xo, ..., X)) =01 Y%+ - +bm Y2+ Fe (X, X,
to stosujemy krok 1. do wzoru F,,_1(X,,...,X,) na warto$¢ formy kwadratowej na podprze-

strzeni lin(vy,, . . ., v,); rezultat F, (X, .., Xp) = 0 Yo, 24 Frn( X1, - - -, X)) wstawiamy do



(6)

wzoru uzyskanego w kroku m — 1.
Ostatecznie po n krokach powstaje wzor

F(X17X27-‘-aXn):b1Y712+"'+bnYn2-

(a) sprawdzi¢, ze macierz diagonalna diag(by,...,b,) jest macierza funkcjonalu ¢ wzgledem
pewnej bazy prostopadtej przestrzeni V;

(b) sprawdzi¢, ze funkcjonaly liniowe fi,..., f, takie, ze fl(z rv;) = Yi(wy,. .., z,) dla i =
j=1

1,2,...,n tworza baze¢ przestrzeni sprzezonej V*.
Stosujac metode Jacobiego i metode Lagrange’a znalez¢ dwoma sposobami macierz funkcjonatu

dwuliniowego w pewnej bazie prostopadtej i porownacé objeto¢ obliczen:

(a) F(xy,19) = 2,2 + 2100 + T2 (b) F(x1,z9,x3) = T179 + ToT3 + T123

(c) F(xy1,29,23) = 992, — 122129 + 487123 + 130752 — 602973 + Tl25%;

(d) F(x1,m9,73,74) = 7,2 + 4y> + 8732 — 1,2 — 4119 + 631703 — 122973 + 27374;

(e) F(w1,T9,73,T4,75) = T,° + 4y> + 8x3° — 1,2 — 4129 + 67173 — 127973 + 20374 +
Loy — T4xy.
(Postaé kanoniczna tréjmianu kwadratowego) Niech f(X) = aX? + bX + ¢ € K[X] bedzie troj-
mianem (tzn. wielomianem, ktéry jest sumag trzech jednomianéw) kwadratowym (tzn. stopnia 2).
Z wielomianem f(X) zwiazany jest wielomian jednorodny

§(X,Y) =V [(5) € KX, Y]

nazywany ujednorodnieniem wielomianu f(X). Aby z ujednorodnienia wyznaczy¢ wielomian,
wystarczy podstawi¢ Y = 1:

f(X) =g(X,1).
Rozwiazania réwnania f(X) = 0 sa zwiazane z tymi rozwiazaniami réwnania g(X,Y") = 0, ktére
maja niezerowa druga wspotrzedna:

jesliy # 0, to g(z,y) =0 & f(g) =0.

(a) Sprowadzi¢ wielomian g(X,Y’) do postaci kanoniczne;j.

(b) Podstawi¢ w uzyskanym wyrazeniu Y = 1 (wynik nazywamy postacia kanoniczna trdj-
mianu kwadratowego).

(c) Wyciagnaé¢ wnioski dotyczace rozwiazywania i rozwiazalnosci réwnania f(X) = 0 w ciele
K.

(d) Niech K = R. Wiadomo, ze wykres funkcji y = z? jest parabola z ramionami zwréconymi
w gore i wierzchotkiem w punkcie (0,0). Czym bedzie wykres funkcji y = f(x) dla tréjmianu
f(X) = aX?+bX + ¢? Wyznaczy¢ ekstremum tej funkcji bez uzycia pochodnych.
Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta zbudowaé baze prostopadla przestrzeni (R",§), gdzie £
ma w bazie kanonicznej macierz
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(8) (a) Metoda Jacobiego znalez¢é macierz diagonalng kongruentna do macierzy A z poprzedniego

zadania.
(b) Metoda Lagrange’a znalez¢ macierz diagonalng kongruentna do macierzy A z poprzedniego
zadania.
(9) Zbudowaé macierz diagonalng kongruentng do macierzy
1 10 010
(a) 11 1/7; (b) 1 01
010 010

nad cialem F'.

(10) Znalezé przynajmniej jedna macierz nieosobliwa P € GL,(Q) taka, ze macierz PTAP jest diago-
nalna, jesli

110 11 1 -
(a) A=|1 22|, (b)) A=|15 1|, (c)Az{ll},
02 3 1 -1 5
(2 110
1201 2 1
D A=1702 1 (e)A_L 21
01 1

(11) Niech A bedzie macierzg kwadratowa stopnia n o wyrazach rzeczywistych. Podaé¢ warunek ko-
nieczny i wystarczajacy na to, by rownanie A = XTX mialo rozwiazanie X € GL,(R). (Wska-
zowka: jakie réwnowazne réwnanie spelnia niewiadoma Y = X 71?7 czy to réwnanie ma zwigzek z
izomorfizmami przestrzeni ortogonalnych?).

(12) Znalez¢ przynajmniej jedna macierz nieosobliwa P € GL,(R) taka, ze PTP = A, jesli

2 1 )
@a=T il ma=[3 3]

(101 1 1 1 1
(c) A=|12 1], d) A=|1 5 -1

11 3 1 -1 5

Czy istnieje rozwigzanie P € GL3(Q)?

1 2 -5 =5
2 5 —12 —13
-5 =12 30 33
-5 —13 33 39

(14) Sprawdzi¢, ze w przestrzeni F" ze zwyklym iloczynem skalarnym

a a n = 2: wektorem prostopadiym do est | ;
(a) dl 2: wek dtym d {“]j {ab]

(13) Znalezé¢ cho¢ jedno rozwiazanie X € GL4(R) réwnaniaXTX =

b
b e
a d ¢ af d
(b) dla n = 3: wektorem prostopadtym do | b | i | e | jest | — ¢ f ‘ :
¢ / a d
(c) dla dowolnego n: wektorem prostopadtym do vy, v, ..., v,_1 jest ostatnia kolumna macierzy

dotgczonej do macierzy [ vi va -+ U1 k|
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(15) Wykazaé, ze jesli wektor u+ v jest nieizotropowy i q(u) = q(v) # 0 to istnieje izometria parzysta

przeksztatcajaca u na v.

(16) Izometriami wlasnymi figury nazywamy te automorfizmy ortogonalne (izometrie), dla kto-

(17)

rych obrazem danej figury jest ona sama. Wyznaczy¢ wszystkie izometrie wlasne (ich macierze
wzgledem bazy kanonicznej) nastepujacych figur, i te z nich, ktére nie sa symetriami hiperptasz-
czyznowymi roztozy¢ na ztozenie symetrii hiperptaszczyznowych:

(a) kwadratu

(:})+R(251,252)={(§)eE(RQ):|x|§1i |y|§1}

w E(R?) ze zwyklym iloczynem skalarnym (jest ich 8);
(b) kwadratu

—1 T
—1 | + R(2e1,2¢9) = y | €eER?) 2] <1ily<1iz=0
0 z

w E(R3?) ze zwyklym iloczynem skalarnym (jest ich 16);
(c) szescianu

-1 x
—1 | + R(2e1,2¢e9,2¢e3) = y | €eEBR?) 2] <1i |y <1i 2] <1
-1 z

w E(R3) ze zwyklym iloczynem skalarnym (jest ich 48).

Wielomian jednej zmiennej nazywamy wielomianem symetrycznym, gdy ciag jego wspdlczynni-
kéw jest palindromem (tzn. samo czyta sie od poczatku do konca jak i od konca do poczatku),
tzn.

(ag,a1,...,apn_1,0,) = (Qp,an_1,...,a1,0a0)
XX = f(X),
a wielomianem antysymetrycznym, gdy ciag jego wspotczynnikéw zmienia znak przy odwrdceniu
kolejnosci, tzn. gdy
(ag, a1,y ... ,0pn_1,0,) = (—Qp,—Ap_1,...,—ay, —aop)
XEEDF(XY) = —(X)
Wykazaé, ze jesi A € SO(n, F'), to wielomian charakterystyczny f(X) macierzy A jest wie-

lomianem symetrycznym dla parzystych n i wielomianem antysymetrycznym dla nieparzystych
n.



