7 Zorientowane przestrzenie euklidesowe.

Definicja 7.1. Niech V" bedzie przestrzenig euklidesowa, niech 31 i By beda bazami V". Bazy
te nazywamy zgodnie zorientowanymi, jezeli wyznacznik macierzy przejscia od 31 do B jest
dodatni. W przeciwnym razie bazy te nazywamy przeciwnie zorientowanymi.

Jezeli wraz z wyborem bazy przestrzeni V" dokonano wyboru orientacji, to V" nazywamy
zorientowang przestrzenia euklidesowa.

Jezeli V" jest przestrzenia kierunkowa afinicznej przestrzeni euklidesowej E™ w ktorej dokonano
wyboru orientacji, to " nazywamy zorientowang afiniczng przestrzenia euklidesowa.

Uwaga 7.2. Niech V2 bedzie zorientowana dwuwymiarowa przestrzenia euklidesowa, niech «,
3 € V? beda niezerowymi wektorami. Zdefiniujmy liczbe Z(a, B) € (—m, w| nastepujaco:

/

. L(a, B), jedli(a, B) tworza baze zgodnie zorientowang z bazg V2
L(a, B) = S lub o | 5,

—Z(a, 8), jesli(a, B) tworza baze przeciwnie zorientowang z baza V2,

\

oraz relacje ~ wzorem:



Woéwczas relacja ~ jest rownowaznoscia.

Definicja 7.3. Niech V? bedzie zorientowana dwuwymiarowa przestrzenia euklidesowa, niech
o, B € V? beda niezerowymi wektorami. Klase abstrakcji relacji ~ nazywamy katem zoriento-

wanym pomiedzy wektorami o, (3, zas liczbe Z(a, ) miarg kata zorientowanego.



Uwaga 7.4. Niech V2 bedzie zorientowana dwuwymiarowa przestrzenia euklidesowa, niech «,
B,7,0 € V? beda niezerowymi wektorami.

1. COSZ(a, B)=cos(a, B),
2. Z(a, B) =—Z(B, ),
3. jesli ab >0, to Z(oz, B) :Z(aa, bs),

— —

4. jesli Z(a, B)=Z(,0), to istnieje izometria parzysta 7 taka, ze 7(« )11~ oraz 7(3)1719,

5. Z(a, B) + Z(B,7) = Z(a, ),

6. jesli Z(ar, B) =%, to a L B.



Stwierdzenie 7.5. Niech E? bedzie zorientowana dwuwymiarowg afiniczng przestrzenia eukli-

—

desowa, niech P, () € E? beda punktami, P #+ (). Niech oy = % i niech csr | v bedzie
P

unormowanym wektorem takim, ze baza (a1, cv2) jest zgodnie zorientowana z baza V2. Niech

ponadto R + P bedzie punktem. Wodwczas

R=P+ (P—R, ozl)oq + (P—é, 042)042.

Oznaczmy ponadto przez o kat skierowany pomiedzy wektorami oy i PR oraz niech a = (P—R,
a1), b=(PR,as) i r=||PR||. Wowczas

a=cos@ oraz b=rsinp.

Definicja 7.6. Niech £ bedzie zorientowana dwuwymiarowa afiniczna przestrzenia euklidesows,

—

niech P, () € E? beda punktami, P+ (). Niech o;; = % i niech ao | oy bedzie unormowanym
PQ

wektorem takim, Ze baza (a1, ai2) jest zgodnie zorientowana z baza V2. Niech R + P bedzie

punktem i niech p oznacza kat skierowany pomiedzy wektorami oy i PR, zasr = Hﬁ%” . Liczbe r
nazywamy promieniem punktu R, kat o amplituda punktu R, zas pare (r, ) wspotrzednymi
biegunowymi punktu R.



Definicja 7.7. Niech E™ bedzie afiniczng przestrzenia euklidesowa, niech A C E™ oraz P € E™.
Odlegtoscia punktu P od zbioru A nazywamy liczbe

p(P,E)= Qirelgp(f’, Q).

Niech A, B C E". Odlegtosciag miedzy zbiorami A i B nazywamy liczbe

A.B)= inf o(P.B).
p(A,B) PlrélAp(,)



Stwierdzenie 7.8. Niech E™ bedzie afiniczna przestrzenia euklidesowa, niech P € E™ i niech
H bedzie podprzestrzenig afiniczng przestrzeni E"*. Wowczas

p(P,H)=p(P,7u(P)).



Stwierdzenie 7.9. Niech E" bedzie afiniczna przestrzenia euklidesowa, niech P € E™ | niech H
bedzie podprzestrzenia afiniczna przestrzeni ™. Niech ponadto ((Q), s, ..., ) bedzie uktadem
bazowym podprzestrzeni afinicznej H. Wowczas

p(P7H)¢g(a17'°°7ak7PQ).

glaq, ..., ar)




Definicja 7.10. Niech E bedzie rzeczywista przestrzenig afiniczng i niech (a1, ..., a) bedzie
uktadem wektoréw liniowo niezaleznych w S(E). Réwnolegtoscianem k-wymiarowym w prze-
strzeni £/ zaczepionym w punkcie P € E i rozpietym na wektorach (a1, ..., i) nazywamy zbior

punktow

k
R(P;Oél,...,&k){P—l—Z aiai\al,...,akE[O, 1]}
e



Definicja 7.11. Niech E bedzie afiniczng przestrzenig euklidesowa i niech (a1, ..., o) bedzie
uktadem wektoréw liniowo niezaleznych w S(F), niech P € E. m-wymiarowa miara réwno-
legtoscianu R = R(P; aq, ..., o) nazywamy liczbe pi,,( R) okreslona nastepujaco:

0 jesli m>k,
pm(R) =4 /g(a,...ax), jesim=k,
00, jeslim < k.




Stwierdzenie 7.12. Niech E bedzie afiniczna przestrzenia euklidesowa i niech (1, ..., ) bedzie
uktadem wektoréw liniowo niezaleznych w S(FE), niech P € E. Niech ponadto (P, (1, ..., Bn)
bedzie prostopadtym i unormowanym ukfadem bazowym oraz

ai=a1;81+ ...+ anibn,t € {1, ,n}

Wowczas

pn(R) = |det(aq)|-



Stwierdzenie 7.13. Niech E bedzie afiniczng przestrzenia euklidesowa i niech (a1, ..., ) bedzie
uktadem wektoréw liniowo niezaleznych w S(FE), niech P € E. Wowczas

1 pi(R(P,a1)) =||aal,
2.jeslil>1, to
p(R(P,a1,...,c0)) =h-p—1(R(P, a1, ..., 1 1)),

gdzie h jest dtugoscia rzutu prostopadtego wektora vy na lin(ay, ..., o 1)*.



