6 Przestrzenie unormowane.

Uwaga 6.1. Niech (14, &) i (V4, &) beda przestrzeniami euklidesowymi. Wéwczas (V4, &1) &
(V5, &5) wtedy i tylko wtedy, gdy dim V) =dim V5.

Notacja 6.2. Oznaczmy:

e /" — przestrzen euklidesowa wymiaru n,

e " — afiniczna przestrzen euklidesowa wymiaru n,

e (a,p):=¢&a, B), gdzie & jest funkcjonatem dwuliniowym przestrzeni euklidesowej V'™ (afi-
nicznej przestrzeni euklidesowej E' ), ktory odtad bedziemy nazywa¢ iloczynem skalarnym.



Definicja 6.3. Niech V" bedzie przestrzenia euklidesowa. Dtugoscia (norma) wektora ccc V"
nazywamy liczbe rzeczywista

lee]] = v/ (v, ).

Uwaga 6.4. Niech /" bedzie przestrzenia euklidesowa, niech (a1, ..., a,,) bedzie baza ortonor-
malng przestrzeni V" oraz niech

n mn
o= E x,0; oraz = E Y O
i=1 i=1

Wéwczas:

1. (@, B)=3_;_, Titi

2. fla| = /30, 22,



Stwierdzenie 6.5. Niech V" bedzie przestrzenig euklidesowa, niech o, B € V", niech a € RR.
Wowczas:

1. ||| =0,

2 la|=0&a=0,

3 Jlaal| =]al||a

7

4. (nieréwnos¢ Schwarza) |(«, B)| < ||a||-|| 2],
5. (nieréwnos¢ trojkata) ||a+ B < ||| + || 8]l
6. (twierdzenie Pitagorasa) o | = ||+ B|]* = ||a||*+ || B]]>.



Definicja 6.6. Niech £ bedzie afiniczng przestrzenig euklidesowg. Odlegtosciag punktow P,
() € E™ nazywamy liczbe rzeczywista

p(P, Q)= PQ||

Stwierdzenie 6.7. Niech " bedzie afiniczng przestrzenia euklidesowa, niech P, (), R € E".
Wowczas:

1. p(P,Q) >0,
2.p(P,Q)=0&P=0Q,

3. p(P,Q)=p(Q, P),

4. p(P, Q) < p(P R)+ p(R, Q),

5. jesli (O, an,...,au,) jest ortonormalnym uktadem bazowym E™ oraz (ay,...,a,) i (bi,...,by)
sg wspotrzednymi afinicznymi punktow P i (), odpowiednio, to:

Z (b — a;)?



Uwaga 6.8. Niech V" bedzie przestrzenig euklidesows, niech o, 5 € VV". Wobec nieréwnosci
Schwarza:

(a8
PSS Tal AT St

a zatem istnieje doktadnie jedna liczba rzeczywista /(«, [3) € [0, 7| taka, ze

o (@8)
cos (@ B) =TT 8T

Rozwazmy zbiér par wektorow X = {(«, 5)| a, B € V™ \ {0}} i relacje ~ okreslong na X
warunkiem:

(o, B) ~ (7,90) & L(ev, B) = £(7,0).

Wéwczas ~ jest relacjg réwnowaznosci.

Definicja 6.9. Niech V" bedzie przestrzenig euklidesowa, niech ~ bedzie relacja okreslona jak
wyzej. Klase abstrakcji relacji ~ nazywamy katem nieskierowanym.



Definicja 6.10. Niech V" bedzie przestrzenia euklidesowa, niech o, 5 € V". Wektory o i 5 sa
zgodnie rownolegte, jezeli o, 5 sa niezerowe | o= a3 dla pewnego a > 0. Oznaczamy a1 [.

Wektory o i 5 sg niezgodnie rownolegte, jezeli o, 5 sa niezerowe i o= a 3 dla pewnego a < 0.
Oznaczamy a1/ p.

Uwaga 6.11. Niech V" bedzie przestrzenig euklidesowa, niech a, § € V™. Relacja 11 jest
réwnowaznoscig.

Definicja 6.12. Niech V" bedzie przestrzenig euklidesowa, niech o, f € V™. Klase abstracji
wzgledem relacji 11 nazywamy zwrotem wektora.



Stwierdzenie 6.13. Niech V" bedzie przestrzenig euklidesowa, niech o, 5, ~v,0 € V™ i niech a,
beR. Wéwczas:

1. L(a, B) = 4(B, ),
2.ab>0=/(a, B)=ZL(aa,bp),
3 4(a,—5)=w—4(a,6),

L(a, B)=Z(7,0) < istnieje izometria T przestrzeni V" taka, ze T(a)T1y oraz 7(5)116,
L(a, B) =0 attp,
L(a, B)=m<atlp,
Lla,B)== <:> al B,

. 9@, B)
8.sinZ(a, B) = an-n/ﬁn '



