4 Ortogonalizacja Grama-Schmidta.

Uwaga 4.1. Niech k bedzie ciatem, (V' &) przestrzenia ortogonalng nad ciatem k, char k # 2,
niech V =U L U~ dla pewnej podprzestrzeni U < V. Dla a €V niech a=a' +a* dlaa' €U,
a'P e UL, Oznaczmy przez o: V — V symetrie ortogonalng wzgledem U i wzdtuz U~ dana
wzorem

oy(a+aot)=al —at,

oraz przez my: V — V rzut ortogonalny na U dany wzorem
my(al +at)=al.

Ponadto niech av € V. Symetrig oji,(o)1: V' — V' wzgledem hiperpodprzestrzeni ztozonej z
wektoréw prostopadtych do o bedziemy oznaczaé przez 7,:

Toa = Olin(a)+-
1.op(a) =a—2a+=2a'" — a, my(a)=a—a.

2. oyL=—0y, TyL=Iidy — 7.



3. Niech A= (a3, .

oraz

.., i) bedzie baza ortogonalna podprzestrzeni U. Wéwczas:
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oraz

£(v, @)
&(v,7)

T(a) = O’lin(,y)J_(Of) =

CUCRES S8

5. W szczegdlnosci, jesli (V, &) = (R", £) jest standardowa przestrzenia euklidesowa w funk-
cjonatem &: R™ x R™ — R danym wzorem
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Definicja 4.2. Niech k bedzie ciatem, niech (E,V .~ &) bedzie afiniczna przestrzenia ortogo-
nalna, niech H = P + U bedzie podprzestrzenig afiniczng przestrzeni E. Odwzorowanie o ;:
E — E dane wzorem

og(P)=P oraz UH(Q):P—FUU(P—Q)

nazywamy symetrig ortogonalng wzgledem H, zas odwzorowanie . E— I dane wzorem

mg(P)=P oraz WH(Q):P-HTU(P—Q)

nazywamy rzutem ortogonalnym na H.



Twierdzenie 4.3. (metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta) Niech k bedzie ciatem, (V , &)
przestrzenig ortogonalng nad ciatem k, ktdra nie zawiera wektoréw izotropowych. Niech (71, ...,
Yn) bedzie baza V oraz niech

a1 = 71,

k
gy V41
Xp+1 = Wlin(al,...,ak)L(’Yk+1):7k+1_z g(f(a_’y(;)),ke{l,...,n—l}.
= 19 1

Wéwczas (o, ..., ay,) jest baza prostopadta przestrzeni (V ,&).



Definicja 4.4. Niech k bedzie ciatem, (V, &) przestrzenig ortogonalng nad ciatem k, niech
(e, ..., ) bedzie dowolnym uktadem wektoréw w przestrzeni V. Macierz G¢(an, ..., ax) € kj;
dang wzorem

Gﬁ(ala sisiey Oék) = [5(&27 &j)]i,jG{l,...,k}

nazywamy macierzg Grama ukfadu wektorow (a, ..., o), zas jej wyznacznik ge(au, ..., k)
wyznacznikiem Grama ukfadu wektorow (o, ..., ).



Uwaga 4.5. Niech k bedzie ciatem, (V| &) przestrzenig ortogonalna nad ciatem k, niech
(aq, ..., ap) bedzie dowolnym uktadem wektoréw w przestrzeni V.

L. ge(on, ..., o) = ge(Qo(1), ---» Qo)) dla dowolnej permutacji o € S(k),

2. ge(a, ..., a) = ge(eraq, ..., exay), dla dowolnych ey, ..., e € {£1}.



Stwierdzenie 4.6. Niech k bedzie ciatem, (V ', &) przestrzenig ortogonalng nad ciatem k, niech
dla k € N podprzestrzen lin(ay, ..., ) bedzie nieosobliwa. Wéwczas

ge(a, .., 1) = a-ge(oa, ..., k),

gdzie

a = 5(&£+17 Oél|<|:—|—1) — g(ﬂ_lin(al,...,ak)J-(&ki-Fl)a 7Tlin(ozl,...,ozk)J—(O‘k:—Fl))-



Whiosek 4.7. Niech k bedzie ciatem, (V', &) przestrzenig ortogonalng nad ciatem k, niech
(a1, ..., ap) bedzie dowolnym uktadem wektoréw w przestrzeni V.

1. Jesli (a, ..., o) jest liniowo zalezny oraz dlal € {1, ..., k} podprzestrzenie lin(ay, ..., o)
sa nieosobliwe, to ge¢(av, ..., o) =0.

2. Jesli ge(a, ..., ) =0, to (a, ..., k) jest liniowo zalezny.



Twierdzenie 4.8. Niech k bedzie ciatem, (V' , &) przestrzenig ortogonalng nad ciatem k, niech
(aq, ..., ) bedzie bazg przestrzeni V ztozona z wektoréw nieizotropowych. Niech (1, ..., By)

bedzie baza ortogonalna otrzymang z (v, ..., o) za pomoca metody ortogonalizacji Grama-
Schmidta. Wéwczas

ge(ar, ..., on) = ge(Bu, - Bn) = §(B1, B1)-...-€(Bn, Bn).



Twierdzenie 4.9. Niech k bedzie ciatem, (V' , &) nieosobliwa przestrzenia ortogonalna nad ciatem
k, niech (B1, ..., Bn) bedzie baza ortonormalng przestrzeni V. Niech

Clil— OhL e Ao il

aOp = anlﬁl + ...+ annﬁn
i oznaczmy A =|a;;li jeq1,..,n} € kyn. Wowczas

ge(aq, ..., a) =det(A)2



