3 Endomorfizmy afinicznych przestrzeni ortogonalnych.

Definicja 3.1. Niech k bedzie ciatem. Macierz A € k;, nazywamy macierza ortogonalna, jesli
AR

Zbior wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n nad ciatek k oznaczamy O(n, k).






Uwaga 3.3. Niech k bedzie ciatem. Zbiér O(n, k) jest grupa.

Definicja 3.4. Niech k bedzie ciatem. Grupe o(n, k) nazywamy grupa ortogonalng stopnia n
nad ciatem k.



Uwaga 3.5. Niech k bedzie ciatem.

1. Niech (V4, &) i (Va, &) beda przestrzeniami ortogonalnymi nad ciatem £, a ¢: V4 — V4
przeksztatceniem liniowym. Niech A, bedzie baza przestrzeni 1V} a A5 bazg przestrzeni 15,
zas A1 i A macierzami &1 i &5 w bazach, odpowiednio, A i As. Niech C' bedzie macierza
© w bazach A; i As. Wéwczas ¢ jest izomorfizmem przestrzeni ortogonalnych wtedy i tylko

wtedy, gdy dim V4 =dim V5, det C'#0 oraz CTAC = As.

2. Niech (V' &) bedzie nieosobliwa przestrzenig ortogonalna nad ciatem k, niech A i B beda
bazami ortonormalnymi przestrzeni (V, £). Woéwczas macierz przejscia od A do B jest

ortogonalna.

3. Niech (V, &) bedzie nieosobliwg przestrzenia ortogonalna nad ciatem k, niech A bedzie jej
bazg ortonormalna. Endomorfizm ¢ € End V' jest automorfizmem przestrzeni ortogonalne;
(V, &) wtedy i tylko wtedy, gdy macierz ¢ w bazie A jest ortogonalna.



Twierdzenie 3.6. Niech k bedzie ciatem, niech (V, &) bedzie przestrzenig ortogonalna nad
ciatem k, ktéra ma baze ortonormalng A. Odwzorowanie F: O(V , &) — O(n, k) dane wzorem

©w +— macierz o w bazie A

Jest izomorfizmem grup.



Definicja 3.7. Niech k bedzie ciatem, niech (FE,V ,~) bedzie przestrzenig afiniczna, a (V, &)
przestrzenig ortogonalng. Wowcza (E,V .~ &) nazywamy afiniczng przestrzenia ortogonalna.

Uktad bazowy (O, ax, ..., ) afinicznej przestrzeni ortogonalnej (E,V .~ &) nazywamy prosto-
padtym (odpowiednio, ortonormalnym) jezeli (a1, ..., ) jest bazg prostopadta (odpowiednio,
ortonormalna).

Jezeli (Eq, Vi, 1, &1) oraz (Eao, Va, 3, &2) sa afinicznymi przestrzeniami ortogonalnymi, to
odwzorowanie f: Fly — E5 nazywamy izomorfizmem, jezeli odwzorowanie f: Vi, — V5 dane
wzorem

f(PQ)=f(P)f(Q)

Jest izomorfizmem przestrzeni ortogonalnych. Afiniczne przestrzenie ortogonalne pomiedzy kto-
rymi istnieje izomorfizm nazywamy izomorficznymi.

Zbior automorfizmow afinicznej przestrzeni ortogonalnej (E,V .~ &) oznaczamy O(F, §).

Uwaga 3.8. Niech k bedzie ciatem, niech (E, V.~ ) bedzie afiniczna przestrzenig ortogonalna.
Zbiér O(E, &) jest grupa.



Twierdzenie 3.9. Niech k bedzie ciatem, niech (E, V, ~, &) bedzie afiniczng przestrzenia
ortogonalng, ktéra ma unormowany ukfad bazowy (O, oy, ..., ). Endomorfizm przestrzeni
afinicznej E jest automorfizmem afinicznej przestrzeni ortogonalnej wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz f w bazie (v, ..., o) jest ortogonalna.



Definicja 3.10. Niech k bedzie ciatem, niech (E,V |~ &) bedzie afiniczng przestrzenig ortogo-
nalna, niech ¢ € End V. Endomorfizm i) € End V' nazywamy sprzezonym z ¢, jezeli

Va,BeV  &(p(a), B) =&(a, ¥(B))-

Uwaga 3.11. Niech k bedzie ciatem, niech (E, V'~ &) bedzie afiniczng przestrzenia ortogo-
nalna, niech o € End V. Wéwczas istnieje jednoznacznie wyznaczony endomorfizm sprzezony z

o, ktory bedziemy oznaczaé przez ©°.

Definicja 3.12. Niech k bedzie ciatem, niech (E,V ,~, £) bedzie nieosobliwa afiniczng prze-
strzenig ortogonalna, niech ¢ € End V. Endomorfizm  nazywamy samosprzezonym jesli

= p°.



Twierdzenie 3.13. Niech k bedzie ciatem, niech (E, V, = &) bedzie nieosobliwa afiniczna
przestrzenia ortogonalna, niech o € End V'i niech A bedzie baza ortonormalna V. Wéwczas endo-
morfizm @ jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy macierz ¢ w bazie A jest symetryczna.



Uwaga 3.14.

1. Wektory wtasne odpowiadajace réznym wartosciom endomorfizmu samosprzezonego sg pro-
stopadfe.

2. Rzeczywista macierz symetryczna ma rzeczywista warto$¢ wtasna.



Twierdzenie 3.15. (o osiach gtéwnych, spektralne) Niech (E, V, ~, &) bedzie afiniczna
przestrzenig euklidesowa, niech ¢ € End V' bedzie endomorfizmem samosprzezonym. Wowczas
istnieje baza ortonormalna przestrzeni (V' , &) ztozona z wektoréw wtasnych .



