2 Przestrzenie afiniczne.

Definicja 2.1. Niech k bedzie ciatem, V przestrzenia liniowa nad ciatem k (ktora bedziemy
nazywac przestrzenia wektoréw swobodnych lub przestrzeniag kierunkowa), niech () + E
bedzie pewnym zbiorem (ktory bedziemy nazywac zbiorem punktow). Przestrzenia afiniczna
nazywamy tréjke (E,V .7), gdzie ©: E x E —V jest funkcja przyporzadkowujaca kazdej parze

punktow (P, Q) € E x E wektor PQ c V spetniajaca nastepujace warunki:

I. aksjomat trojkata:

VP.Q.RcE PO+ QR=PR,
ii. aksjomat odktadania:

VPEcEVacV3QeE PO=a.

Bedziemy pisa¢ () = P + « jezeli () jest jednoznacznie wyznaczonym punktem takim, ze
PQ=ua.






Definicja 2.3. Niech (E,V ,~) bedzie przestrzenia afiniczna, niech o € V. Odwzorowanie T,
E — E dane wzorem

To(P)=P+ «

bedziemy nazywac translacja (albo przesunieciem) o wektor o.



Definicja 2.4. Niech (E,V ,~) bedzie przestrzenig afiniczna, gdzie V jest przestrzenia liniowa
nad ciatem k, niech aq, ..., ar € k beda skalarami takimi, ze a1 + ... + ar = 1. Uktad skalarow
(a1, ..., ar) nazywamy uktadem wag.

Uwaga 2.5. Niech (F,V,~) bedzie przestrzenia afiniczna, gdzie V' jest przestrzenia liniowa nad
ciatem k. Niech Py, ..., P, € E' beda punktami, niech (a, ..., ax) bedzie uktadem wag. Niech
0,0’ € E beda dowolnymi punktami. Wéwczas

O+a10—P)1+a20—)P2+ ...+a,kO—P;;:O’—i—a10’P1+agO’P2—|—... + a0’ Py.

Definicja 2.6. Niech (E,V,~) bedzie przestrzenia afiniczna, gdzie V jest przestrzenig liniowa
nad ciatem k. Niech P, ..., P, € E beda punktami, niech (a1, ..., ax) bedzie ukfadem wag.
Wspdélny dla dowolnego punktu O € E punkt

O—i—alO—)Pl +a20—>})2—|— —I—CL]{;O—P];
nazywamy Srodkiem ciezkosci uktadu punktéw (P, ..., P;) o wagach (a1, ...,ay) i oznaczamy

a1P1+asPo+ ...+ apPk.



Definicja 2.7. Niech (E, V', ~) bedzie przestrzenia afiniczna, niech H C E. Podzbior H
nazywamy podprzestrzenig afiniczng, gdy jest zbiorem srodkow ciezkosci pewnego uktadu
punktow.



Twierdzenie 2.8. Niech (E, V', ~) bedzie przestrzenia afiniczna, niech H C FE. Wodwczas
nastepujace warunki s3 réwnowazne:

1. H jest podprzestrzenig afiniczng przestrzeni afinicznej E;
2. zbior {P—Q\ QeEH } jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni liniowej V dla dowolnego P € H;
3. zbior {P_C)2| QeH } Jjest podprzestrzenig liniowg przestrzeni liniowej V' dla pewnego P € H;

4. H= P + U dla pewnej podprzestrzeni liniowej U przestrzeni V' i dowolnego P € H;
5. H=P + U dla pewnej podprzestrzeni liniowej U przestrzeni V' i pewnego P € H.



Uwaga 2.9. Niech (£, V', ) bedzie przestrzenia afiniczna, niech {H;| i € I} bedzie rodzina
podprzesterzeni afinicznych przestrzeni E. Woéwczas ﬂieIHi jest podprzestrzenig afiniczna
przestrzeni L .

Definicja 2.10. Niech (E,V,~) bedzie przestrzenig afiniczna, niech X C E bedzie pewnym
zbiorem punktéw. Najmniejsza podprzestrzen afiniczna zawierajaca zbior X (czyli czes¢ wspdlna
wszystkich podprzestrzeni afinicznych zawierajacych zbior X ) nazywamy podprzestrzenia
generowang przez zbiér X i oznaczamy przez af(X).



Definicja 2.11. Niech (E, V', ~) bedzie przestrzenia afiniczna, niech Hy = P, + U oraz
Hy = P>+ U beda podprzestrzeniami afinicznymi przestrzeni F.

Mowimy, ze H, oraz Hy sa rownolegte jezeli Uy C Us lub Us C Us.

Mowimy, ze H, oraz Hy sa rownolegte w scistym sensie jezeli U, = Us.



Definicja 2.12. Niech (E,V ") bedzie przestrzenig afiniczna, niech P, ..., P, € E.

Mowimy, ze uktfad punktéw (P4, ..., Py) jest w pofozeniu szczegdlnym, jezeli jeden z nich jest
srodkiem ciezkoSci pozostatych.

Mowimy, ze uktad punktow (P4, ..., Py) jest w potozeniu ogélnym, jezeli nie jest w potozeniu
szczegolnym.

Twierdzenie 2.13. Niech (E,V ,~) bedzie przestrzenig afiniczna, niech P, ..., P, € E. Wéwczas
nastepujace warunki s3 réwnowazne:

1. uktad punktow (P, ..., Py) jest w potozeniu ogdlnym;

2. dla kazdego in € {1, ..., k} ukfad wektorow

T i, o B e A i e i

Jjest liniowo niezalezny;

3. dla pewnego ip € {1, ..., k} ukfad wektorow

BB B, Bl il ks

Jest liniowo niezalezny.



Whiosek 2.14. Niech (E,V ,~) bedzie przestrzenig afiniczna, niech P, ..., P, € E.

1. Jezeli uktad punktéw (P, ..., Py) jest w pofozeniu ogélnym, to wymiar przestrzeni wektoréw
swobodnych podprzestrzeni af( Py, ..., Py) jest rowny k.

2. Jezeli dim V' =n, to istnieje uktad n+ 1 punktow przestrzeni I/ bedacy w potozeniu ogélnym,
natomiast kazdy uktad n + 2 punktéw jest w pofozeniu szczegélnym.



Definicja 2.15. Niech (E,V ") bedzie przestrzenig afiniczna, niech dim V =n.

Kazdy uktad n + 1 punktow przestrzeni EE w potozeniu ogdlnym nazywamy baza punktowa
przestrzeni L.

Jezeli (au, ..., au,) jest baza przestrzeni V oraz O € FE, to ukfad (O; aq, ..., ) nazywamy
uktadem bazowym przestrzeni afinicznej E.



Twierdzenie 2.16. Niech (E, V', ~) bedzie przestrzenig afiniczna, niech Py, Py, ..., P, € F.
Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne:

1. (Py, Py, ..., P,) jest baza punktowa przestrzeni E;
2. dla kazdego iy € {0, ....,n} uktad wektoréw

(Piopz)a P?:OP;.7 e P?:QP’io—;17 P?:OP'I:O—i—;\I.? Sy PZOPn>

Jest baza przestrzeni V;

3. dla pewnego iy € {0,...,n} uktad wektoréw

——

(PiPo, PigP1, -y PigPig—1, PigPig 41, - PioPr)

jest baza przestrzeni V;

4. dla kazdego punktu P € F istnieje jednoznacznie wyznaczony uktad wag (ao, ..., a,) taki, ze

P:a0P0+a1P1+...+CLnPn.



Definicja 2.17. Niech (E,V ,~) bedzie przestrzenia afiniczng, niech (Fy, P, ..., P,,) bedzie baza
punktowa przestrzeni F, niech P € E. Jednoznacznie wyznaczony uktad wag (aq, ..., a,) taki, ze

P:CLQPO—I—CL1P1—|— +anPn

nazywamy wspétrzednymi barycentrycznymi punktu P wzgledem bazy punktowej ( Py, P, ...,
P,).

Definicja 2.18. Niech (E, V,~) bedzie przestrzenig afiniczna, niech (O; aq, ..., a,) bedzie
uktadem bazowym przestrzeni E, niech P € FE. Jednoznacznie wyznaczony ukfad skalaréw
(b, ..., by) taki, ze

P:O—l—bl()fl—l—...—l—bn&n

nazywamy wspotrzednymi afinicznymi punktu P wzgledem ukfadu bazowego (O; ay, ..., o).



