Pawetr GrADKI

Geometria



Konsultacje
Sroda, 13:00 — 13:45, p. 527, Bankowa 14

lub dowolny inny termin po wczesniejszym uzgodnieniu przez email, mozliwe takze konsultacja
zdalne przez MS Teams



Zasady zaliczania przedmiotu

e 2 kolokwia, kazde warte 15 punktéw

e 2 sprawdziany, kazdy wart 6 punktéw

e aktywnos$¢ na zajeciach, warta 3 punkty
e egzamin, warty 55 punktéw

Do egzaminu dopuszczeni bedg ci studenci, ktérzy uzyskajg zaliczenie z éwiczen na podstawie
kolokwidw, sprawdzianéw i aktywnosci. Skala ocen z éwiczen:

e 0 — 25 pkt: ndst
e 26 — 30 pkt: dst
e 31 — 32 pkt: dst+
e 33— 37 pkt: db

e 38 — 39 pkt: db+
e 40 — 45 pkt: bdb

Ocena z egzaminu (a zarazem koncowa ocena modutu) bedzie obliczana na podstawie punktéw
zdobytych na ¢wiczeniach i egzaminie. Skala ocen:

e 0 — 60 pkt: ndst



61 — 70 pkt: dst
71 — 75 pkt: dst+
76 — 85 pkt: db
86 — 90 pkt: db+
91 — 100: bdb
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Plan wyktadu
Wyktad 0. Powtérka z algebry dwuliniowe;.

Funkcjonaty dwuliniowe, macierz funkcjonatu dwuliniowego, diagonalizacja, formy kwadra-
towe. Przestrzen ortogonalna, nieosobliwosé¢, wektory izotropowe, homomorfizmy przestrzeni
ortogonalnych. Interpretacja geometryczna.

Wyktad 1. Przestrzenie afiniczne.

Podstawy geometrii afinicznej, przestrzen, podprzestrzen, przeksztatcenia afiniczne, uktady
punktow.

Wyktad 2. Endomorfizmy afinicznych przestrzeni ortogonalnych.

Macierze ortogonalne, grupa automorfizmoéw ortogonalnych, endomorfizmy samosprzezone,
twierdzenie o osiach gtéwnych.

Wyktad 3. Ortogonalizacja Grama-Schmidta.

Symetrie i rzuty prostopadte, bazy ortogonalne, wyznacznik Grama, metoda ortogonalizacji
Grama-Schmidta.

Wyktad 4. lzometrie przestrzeni ortogonalnych.
Symetrie hiperptaszczyznowe, twierdzenie Cartana-Dieudonne.

Wyktad 5. Przestrzenie unormowane.



Norma wektora, odlegtos¢, kat miedzy wektorami, zwrot wektora.
Wyktad 6. Zorientowane przestrzenie euklidesowe.

Orientacja, kat zorientowany, odlegtos¢ punktu od zbioru, réwnolegtosciany, miara réwnole-
gtoscianu.

Wyktad 7. lloczyn wektorowy.

Okreslenie iloczynu wektorowego, wybrane zastosowania.
Wyktad 8. Hiperpowierzchnie stopnia drugiego.

Okreslenie hiperpowierzchni stopnia 2, klasyfikacja hiperpowierzchni.
Wyktad 9. Wtasnosci geometryczne hiperpowierzchni stopnia 2.

Srodek hiperpowierzchni, hiperpowierzchnie centralne, kierunki asymptotyczne, punkty oso-
bliwe, hiperptaszczyzny styczne.

Wyktad 10. Krzywe stopnia drugiego.

Hiperbole, parabole i elipsy oraz ich wybrane wtasnosci geometryczne.
Wyktad 11. Powierzchnie stopnia drugiego.

Walce i powierzchnie obrotowe, powierzchnie nieobrotowe, kwadryki.

Wyktad 12. Geometria przestrzeni euklidesowych.



Struktura grupy izometrii ptaszczyzny, przestrzenie metryczne, powierzchnie euklidesowe i
lokalnie euklidesowe.

Wyktad 13. Klasyfikacja powierzchni euklidesowych.
Witasnosci podgrup grupy izometrii, twierdzenie Killinga-Hopfa.
Wyktad 14. Geometria sferyczna.

Grupa izometrii sfery, przestrzenie lokalnie sferyczne, zwigzki z ptaszczyzna zespolona,
inwersje, wzré Gaussa-Bonneta.

Wyktad 15. Geometria rzutowa.

Przestrzenie i przeksztatcenia jednorodne, przestrzenie i izomorfizmy rzutowe, hiperptasz-
czyzny rzutowe i rzutowa zalezno$¢ punktow.



1 Powtérka z algebry dwuliniowe;.

Definicja 1.1. Niech k bedzie ciatem, V przestrzenig liniowa nad ciatem k. Funkcjonatem
dwuliniowym nazywamy funkcje &: 'V x V' — k taka, ze dla dowolnego wektora o € V
odwzorowania & (v, +) oraz (-, «) sa liniowe.

Funkcjonat nazywamy symetrycznym jezeli

Vo, eV &(a, B) =£(5, a).

Forme kwadratowa q¢: V' — k wyznaczong przez funkcjonat symetryczny £ definiujemy wzorem:

qe(a) = &(a, a),
dla aeV.

Uwaga 1.2. Niech %k bedzie ciatem, V' przestrzenig liniowa nad ciatem £k, &V x V — k
funkcjonatem dwuliniowym symetrycznym. Zachodzi zwigzek:

26(a, B) = qe(a+ B) — qe(a) — qe(B),

dla o, B € V. W szczegélnosci, jesli w ciele k zachodzi 0 £ 2, to

£(a, B) = 5lacor+ B) — ae() — a¢(8)]



dlaa,BeV.



Definicja 1.3. Niech k bedzie ciatem, V przestrzenig liniowa nad ciatem k, &2V X V —
k funkcjonatem dwuliniowym. Niech A = (a4, ..., «y,) bedzie baza przestrzeni V. Macierz
funkcjonatu £ w bazie A definiujemy jako [a; ;] € k;; wzorem

a;; = §(ai, ),
dlai,je{l,...,n}.
Uwaga 1.4. Niech £ bedzie ciatem, V' przestrzenig liniowa nad ciatem k£, &V x V — k

funkcjonatem dwuliniowym, niech A= (a1, ..., a,,) bedzie baza przestrzeni V', a A € k;; macierza
¢ w bazie A. Woéwczas

dla x1,..., 20, Y1, ..., Yn € k.

Twierdzenie 1.5. Niech k bedzie ciatem, V' przestrzenig liniowg nad ciatem k, &:V XV — k
funkcjonatem dwuliniowym, niech A i B bedg bazami przestrzeni V. Niech A bedzie macierza
& w bazie A, B macierza £ w bazie BB, zas C macierzg przejscia od bazy A do 5. Wowczas:

B=CTAC.



Definicja 1.6. Niech k bedzie ciatem, V przestrzenig liniowa nad ciatem k, &'V X V —
k funkcjonatem dwuliniowym, niech A bedzie baza przestrzeni V, a A macierzg & w bazie
A. Funkcjonat & nazywamy nieosobliwym jezeli spetniony jest jeden (a zatem wszystkie) z

ponizszych rownowaznych warunkoéw:
i.r(A)=dimV,
ii. det A0,
i.Y0£taeV3ipeV &(a,B)+#0,
v.Y0£aeVIpeV E(B,a)#0.



Definicja 1.7. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem R, £&:'V X V — IR funkcjonatem
dwuliniowym. Funkcjonat & nazywamy dodatnio okreslonym, jezeli

VO£aeV &la,a)>0.

Analogicznie definiujemy funkcjonaty ujemnie, niedodatnio i nieujemnie okreslone.



Definicja 1.8. Niech k bedzie ciatem, V przestrzenig liniowa nad ciatem k, &2V X V —
k funkcjonatem dwuliniowym symetrycznym i niech dim V < oo. Pare (V', £) nazywamy
przestrzenig ortogonalng nad ciatem k.

Przestrzen ortogonalna nazywamy nieosobliwg, gdy & jest nieosobliwy.

Jezeli k = R oraz funkcjonat & jest dodatnio okreslony, to przestrzen (V', &) nazywamy prze-
strzenig euklidesowa.

Uwaga 1.9. Kazda przestrzen euklidesowa jest nieosobliwa.

Definicja 1.10. Niech k bedzie ciatem, (V' &) przestrzenig ortogonalng nad ciatem k. Wektory
a i (3, a, B €V, nazywamy ortogonalnymi, co oznaczamy przez o L 3, jesli

&(ar, B) =0.

Zbiory A, B C V nazywamy ortogonalnymi, co oznaczamy przez A | B, jezeli o« 1 j3, dla
wszelkich « € A, b € B.

Uwaga 1.11. Niech k bedzie ciatem, (V' &) przestrzenia ortogonalng nad ciatem k. Relacja |
jest symetryczna, niezwrotna i nieprzechodnia.



Definicja 1.12. Niech k bedzie ciatem, (V' , &) przestrzenig ortogonalna nad ciatem k, niech
A CV. Dopetnieniem ortogonalnym zbioru wektorow A nazywamy zbior

At={aeV|VBeV al B}.

Uwaga 1.13. Niech k bedzie ciatem, (V. &) przestrzenia ortogonalng nad ciatem k.
1. Niech A C V. Wéwczas A+ jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V.

2. Niech W <V bedzie podprzestrzeniag. Woéwczas
dm WL+ >dimV —dim W,

przy czym jesli (V' &) jest nieosobliwa, to zachodzi réwnos¢.



Definicja 1.14. Niech k bedzie ciatem, (V' , &) przestrzenig ortogonalna nad ciatem k, niech
Vi, ..., Vi beda podprzestrzeniami przestrzeni V. Mdéwimy, ze V jest sumag prostg ortogonalna
podprzestrzeni V1, ..., Vi, jezeli

LV=Ve..oV,
i Vil V;, dlai#j,i,5€{1,....k}.

Uwaga 1.15. Niech £ bedzie ciatem, (V', &) przestrzenig ortogonalna nad ciatem k, niech V/
bedzie suma prosta ortogonalna podprzestrzeni V4, ..., Vi, niech A bedzie macierza & w pewnej
bazie. Wéwczas

A

Ay

gdzie A; jest macierza funkcjonatu £|v; x v, w pewnej bazie przestrzeni V;, i € {1, ..., k}.



Definicja 1.16. Niech k bedzie ciatem, (V', &) przestrzenig ortogonalna nad ciatem k, niech
Vi <V bedzie podprzestrzenia. Jezeli

V=11V

dla pewnej podprzestrzeni Vo < V, to Vo nazywamy uzupetnieniem ortogonalnym podprze-
strzeni V| do V.

Uwaga 1.17. Niech k bedzie ciatem, (1, &) przestrzenia ortogonalng nad ciatem £, niech 1} <V
bedzie podprzestrzenig. Uzupetnienie ortogonalne V4 do V istnieje, gdy przestrzen (V4, &|v; )
jest nieosobliwa.



Definicja 1.18. Niech k bedzie ciatem, (V' , &) przestrzenig ortogonalna nad ciatem k, niech
V' =Vi L V5 dla pewnych podprzestrzeni Vi, Vo < V.

Odwzorowanie o:V — V zdefiniowane wzorem
oy, (a1 + a2) = a1 — ag,

dla a; € Vi, as € V5, nazywamy symetrig ortogonalng wzgledem poprzestrzeni Vi, wzdtuz
uzupetnienia ortogonalnego.

Odwzorowanie 7:V — V zdefiniowane wzorem
7TV1(OK1 + 042) =y,

dla oy € Vi, as € V5, nazywamy rzutem ortogonalnym na podprzestrzen V.



Definicja 1.19. Niech k bedzie ciatem, (V', &) przestrzenia ortogonalna nad ciatem k. Baze
(a1, ..., u,) przestrzeni V nazywamy baza ortogonalna przestrzeni (V , &), jezeli

CYZ'_LCYJ',

dlai+j,i,j€{l,...,n}.

Baze ortogonalng nazywamy na wpét unormowang, jezeli
g(aia ai) S {_17 07 1}7

dlaie{l,....,n} oraz unormowana, jezeli

£(ay, ;) €4{0,1},

dlaie{l,...n}.

Uwaga 1.20. Niech k bedzie ciatem, (V', &) przestrzenia ortogonalna nad ciatem k. Jezeli 20
w ciele &, to (V, &) ma baze ortogonalna.



Definicja 1.21. Niech k bedzie ciatem, (V ', £) przestrzenig ortogonalng nad ciatem k. Rady-
katem przestrzeni V nazywamy dopetnienie ortogonalne V- i oznaczamy rad V.

Uwaga 1.22. Niech k bedzie ciatem, (V, &) przestrzenia ortogonalng nad ciatem £, niech A
bedzie macierza £ w pewnej bazie.

1. Przestrzen (V. £) jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy rad V' = {0}.
2.dimV =r(A)+dimrad V.



Notacja 1.23. Niech (V. &) bedzie przestrzenig ortogonalna nad ciatem R, niech A= (ax, ...,
o) bedzie baza ortogonalna przestrzeni (V' , &). Oznaczmy:

r(A) = {ail £(as, a;) > 0}

r~(A) = [{as| E(as, ;) <O}

Twierdzenie 1.24. (o bezwtadnosci) Niech (V' £) bedzie przestrzenig ortogonalna nad ciatem
IR, niech A oraz B beda bazami ortogonalnymi. Wédwczas

oraz

Wspdina dla dowolnych baz A oraz 1B wartos¢ r™(A) = r*(B) oznaczamy przez r* (&), zas
wartos¢ v~ (A) =r—(B) przez r—(&).

Definicja 1.25. Niech (V', &) bedzie przestrzenig ortogonalna nad ciatem IR. Sygnatura
przestrzeni (V' , &) nazywamy réznice

s(§) =r7(§) —r= (&)



Twierdzenie 1.26. (Jacobiego) Niech k bedzie ciatem, w ktérym 2 =+ 0, niech (V, &) bedzie
przestrzenig ortogonalng nad ciatem k, dim V' =n, niech A bedzie macierza & w pewnej bazie.
Niech A; oznacza macierz powstata z A przez odrzucenie n — i ostatnich wierszy i kolumn. Jezeli

det A;£0, i€ {1,....,n}, to wéwczas istnieje baza ortogonalna, w ktérej macierz & ma postac
Edbay (R
det A2
0 0
det Al
det'An
0 0 =
i det An—l =

Twierdzenie 1.27. (kryterium Sylvestera) Niech (V. &) bedzie przestrzenig ortogonalna nad
ciatem R, dim V =n, niech A bedzie macierza £ w pewnej bazie. Niech A; oznacza macierz
powstatg z A przez odrzucenie n — i ostatnich wierszy i kolumn. Wowczas

1. £ jest dodatnio okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy det A; >0, i€ {1,...,n}.
2. £ jest ujemnie okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy (—1)'det A; >0,i€{1,...,n}.



Definicja 1.28. Niech k bedzie ciatem, (Vi, &1) i (Va, &2) przestrzeniami ortogonalnymi nad
ciatem k. Funkcje f: Vi — V5 nazywamy izometrig przestrzeni ortogonalnych, jezeli:

I. jest izomorfizmem przestrzeni liniowych,

iVa, BV  &ila, B)=E&(f(a), £(B)).

Przestrzenie nazywamy izometrycznymi, jezeli istnieje miedzy nimi izometria, co oznaczamy

(‘/17 61) = (‘/27 52)

Uwaga 1.29. Niech k bedzie ciatem, (V', &) przestrzenia ortogonalna nad ciatem k. Zbior
wszystkich izometrii f: V' — V przestrzeni (V, &) tworzy grupe z dziataniem sktadania odwzo-
rowan, ktérg oznaczamy przez O(V, £).

Definicja 1.30. Niech k bedzie ciatem, (V , &) przestrzenig ortogonalng nad ciatem k. Grupe
O(V', &) nazywamy grupg ortogonalna przestrzeni (V , §).



Definicja 1.31. Niech k bedzie ciatem, (V' , &) przestrzenia ortogonalna nad ciatem k. Wektor
a € V nazywamy izotropowym, jezeli o | «.

Uwaga 1.32. Niech £ bedzie ciatem, (1, &) przestrzenig ortogonalna nad ciatem k, niech a € V/
bedzie wektorem nieizotropowym. Wodwczas

V =lin(a) Llin(a)*

i symetria ortogonalna oy, (4): V' — V' wzgledem prostej lin(cv), ktéra bedziemy oznacza¢ krétko
przez o, wyraza sie wzorem

§(a, B)

0—04(6) — 6 —2§(OZ,OZ)

a,

dla V.

Uwaga 1.33. Niech & bedzie ciatem, (1, &) przestrzenia ortogonalna nad ciatem k, niech a € V
bedzie wektorem nieizotropowym, niech o,: V' — V bedzie symetrig ortogonalng wzgledem
prostej lin(a). Woéweczas:

1.o,€O0(V,§),
2. 0o(a) =q,

3. 0o() = P wtedy i tylko wtedy, gdy 5 1 «.



Twierdzenie 1.34. Niech (V1,&1) i (Va, &2) beda przestrzeniami ortogonalnymi nad ciatem R,
niech Ay i As beda macierzami, odpowiednio, &1 i o2 w pewnych bazach. Woéwczas (Vi, &1) = (Va,
£9) wtedy i tylko wtedy, gdy

1. dim V3 =dim V5,
2. T(Al) = T(AQ),
3. 5(&1) = s(&2).

Twierdzenie 1.35. Niech (V1,&1) i (Va, &) beda przestrzeniami ortogonalnymi nad ciatem C,
niech A1 i Ao beda macierzami, odpowiednio, &1 i £ w pewnych bazach. Wowczas (Vy, &) = (Va,
£9) wtedy i tylko wtedy, gdy

1. dim Vi =dim V5,
2 T(Al) = T(AQ).



	1 Powtórka z algebry dwuliniowej.

