
PAWE� G�ADKI

Geometria



Konsultacje

�roda, 13:00 � 13:45, p. 527, Bankowa 14

lub dowolny inny termin po wcze±niejszym uzgodnieniu przez email, mo»liwe tak»e konsultacja
zdalne przez MS Teams



Zasady zaliczania przedmiotu

� 2 kolokwia, ka»de warte 15 punktów

� 2 sprawdziany, ka»dy wart 6 punktów

� aktywno±¢ na zaj¦ciach, warta 3 punkty

� egzamin, warty 55 punktów

Do egzaminu dopuszczeni b¦d¡ ci studenci, którzy uzyskaj¡ zaliczenie z ¢wicze« na podstawie
kolokwiów, sprawdzianów i aktywno±ci. Skala ocen z ¢wicze«:

� 0 � 25 pkt: ndst

� 26 � 30 pkt: dst

� 31 � 32 pkt: dst+

� 33 � 37 pkt: db

� 38 � 39 pkt: db+

� 40 � 45 pkt: bdb

Ocena z egzaminu (a zarazem ko«cowa ocena moduªu) b¦dzie obliczana na podstawie punktów
zdobytych na ¢wiczeniach i egzaminie. Skala ocen:

� 0 � 60 pkt: ndst



� 61 � 70 pkt: dst

� 71 � 75 pkt: dst+

� 76 � 85 pkt: db

� 86 � 90 pkt: db+

� 91 � 100: bdb
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Plan wykªadu

Wykªad 0. Powtórka z algebry dwuliniowej.

Funkcjonaªy dwuliniowe, macierz funkcjonaªu dwuliniowego, diagonalizacja, formy kwadra-
towe. Przestrze« ortogonalna, nieosobliwo±¢, wektory izotropowe, homomor�zmy przestrzeni
ortogonalnych. Interpretacja geometryczna.

Wykªad 1. Przestrzenie a�niczne.

Podstawy geometrii a�nicznej, przestrze«, podprzestrze«, przeksztaªcenia a�niczne, ukªady
punktów.

Wykªad 2. Endomor�zmy a�nicznych przestrzeni ortogonalnych.

Macierze ortogonalne, grupa automor�zmów ortogonalnych, endomor�zmy samosprz¦»one,
twierdzenie o osiach gªównych.

Wykªad 3. Ortogonalizacja Grama-Schmidta.

Symetrie i rzuty prostopadªe, bazy ortogonalne, wyznacznik Grama, metoda ortogonalizacji
Grama-Schmidta.

Wykªad 4. Izometrie przestrzeni ortogonalnych.

Symetrie hiperpªaszczyznowe, twierdzenie Cartana-Dieudonne.

Wykªad 5. Przestrzenie unormowane.



Norma wektora, odlegªo±¢, k¡t mi¦dzy wektorami, zwrot wektora.

Wykªad 6. Zorientowane przestrzenie euklidesowe.

Orientacja, k¡t zorientowany, odlegªo±¢ punktu od zbioru, równolegªo±ciany, miara równole-
gªo±cianu.

Wykªad 7. Iloczyn wektorowy.

Okre±lenie iloczynu wektorowego, wybrane zastosowania.

Wykªad 8. Hiperpowierzchnie stopnia drugiego.

Okre±lenie hiperpowierzchni stopnia 2, klasy�kacja hiperpowierzchni.

Wykªad 9. Wªasno±ci geometryczne hiperpowierzchni stopnia 2.

�rodek hiperpowierzchni, hiperpowierzchnie centralne, kierunki asymptotyczne, punkty oso-
bliwe, hiperpªaszczyzny styczne.

Wykªad 10. Krzywe stopnia drugiego.

Hiperbole, parabole i elipsy oraz ich wybrane wªasno±ci geometryczne.

Wykªad 11. Powierzchnie stopnia drugiego.

Walce i powierzchnie obrotowe, powierzchnie nieobrotowe, kwadryki.

Wykªad 12. Geometria przestrzeni euklidesowych.



Struktura grupy izometrii pªaszczyzny, przestrzenie metryczne, powierzchnie euklidesowe i
lokalnie euklidesowe.

Wykªad 13. Klasy�kacja powierzchni euklidesowych.

Wªasno±ci podgrup grupy izometrii, twierdzenie Killinga-Hopfa.

Wykªad 14. Geometria sferyczna.

Grupa izometrii sfery, przestrzenie lokalnie sferyczne, zwi¡zki z pªaszczyzn¡ zespolon¡,
inwersje, wzró Gaussa-Bonneta.

Wykªad 15. Geometria rzutowa.

Przestrzenie i przeksztaªcenia jednorodne, przestrzenie i izomor�zmy rzutowe, hiperpªasz-
czyzny rzutowe i rzutowa zale»no±¢ punktów.



1 Powtórka z algebry dwuliniowej.

De�nicja 1.1. Niech k b¦dzie ciaªem, V przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem k. Funkcjonaªem
dwuliniowym nazywamy funkcj¦ �: V � V ! k tak¡, »e dla dowolnego wektora � 2 V
odwzorowania �(�; �) oraz �(�; �) s¡ liniowe.

Funkcjonaª nazywamy symetrycznym je»eli

8�; � 2V �(�; �)= �(�; �):

Form¦ kwadratow¡ q�:V !k wyznaczon¡ przez funkcjonaª symetryczny � de�niujemy wzorem:

q�(�)= �(�; �);

dla �2V.

Uwaga 1.2. Niech k b¦dzie ciaªem, V przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem k, �: V � V ! k
funkcjonaªem dwuliniowym symetrycznym. Zachodzi zwi¡zek:

2�(�; �)= q�(�+ �)¡ q�(�)¡ q�(�);

dla �; � 2V . W szczególno±ci, je±li w ciele k zachodzi 0=/ 2; to

�(�; �)=
1
2
[q�(�+ �)¡ q�(�)¡ q�(�)];



dla �; � 2V .



De�nicja 1.3. Niech k b¦dzie ciaªem, V przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem k, �: V � V !
k funkcjonaªem dwuliniowym. Niech A = (�1; :::; �n) b¦dzie baz¡ przestrzeni V. Macierz
funkcjonaªu � w bazie A de�niujemy jako [aij]2 knn wzorem

aij= �(�i; �j);

dla i; j 2f1; :::; ng:

Uwaga 1.4. Niech k b¦dzie ciaªem, V przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem k, �: V � V ! k
funkcjonaªem dwuliniowym, niech A=(�1; :::;�n) b¦dzie baz¡ przestrzeni V , a A2knn macierz¡
� w bazie A. Wówczas

�

0@X
i=1

n

xi�i;
X
j=1

n

yj�j

1A= [ x1 ��� xn ]A

24 y1
���
yn

35;
dla x1; :::; xn; y1; :::; yn2 k.

Twierdzenie 1.5. Niech k b¦dzie ciaªem, V przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem k, �: V � V ! k
funkcjonaªem dwuliniowym, niech A i B b¦d¡ bazami przestrzeni V. Niech A b¦dzie macierz¡
� w bazie A, B macierz¡ � w bazie B, za± C macierz¡ przej±cia od bazy A do B. Wówczas:

B=CTAC:



De�nicja 1.6. Niech k b¦dzie ciaªem, V przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem k, �: V � V !
k funkcjonaªem dwuliniowym, niech A b¦dzie baz¡ przestrzeni V, a A macierz¡ � w bazie
A. Funkcjonaª � nazywamy nieosobliwym je»eli speªniony jest jeden (a zatem wszystkie) z
poni»szych równowa»nych warunków:

i. r(A)= dimV,

ii. detA=/ 0;

iii. 80=/ �2V 9� 2V �(�; �)=/ 0,

iv. 80=/ �2V 9� 2V �(�; �)=/ 0.



De�nicja 1.7. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem R, �:V �V !R funkcjonaªem
dwuliniowym. Funkcjonaª � nazywamy dodatnio okre±lonym, je»eli

80=/ �2V �(�; �)> 0:

Analogicznie de�niujemy funkcjonaªy ujemnie, niedodatnio i nieujemnie okre±lone.



De�nicja 1.8. Niech k b¦dzie ciaªem, V przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem k, �: V � V !
k funkcjonaªem dwuliniowym symetrycznym i niech dim V < 1. Par¦ (V ; �) nazywamy
przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k.

Przestrze« ortogonaln¡ nazywamy nieosobliw¡, gdy � jest nieosobliwy.

Je»eli k =R oraz funkcjonaª � jest dodatnio okre±lony, to przestrze« (V ; �) nazywamy prze-
strzeni¡ euklidesow¡.

Uwaga 1.9. Ka»da przestrze« euklidesowa jest nieosobliwa.

De�nicja 1.10. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k. Wektory
� i �, �; � 2V, nazywamy ortogonalnymi, co oznaczamy przez �? �, je±li

�(�; �)= 0:

Zbiory A; B � V nazywamy ortogonalnymi, co oznaczamy przez A ? B, je»eli � ? �, dla
wszelkich �2A, b2B.

Uwaga 1.11. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k. Relacja ?
jest symetryczna, niezwrotna i nieprzechodnia.



De�nicja 1.12. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k, niech
A�V : Dopeªnieniem ortogonalnym zbioru wektorów A nazywamy zbiór

A?= f�2V j 8� 2V �? �g:

Uwaga 1.13. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k.

1. Niech A�V . Wówczas A? jest podprzestrzeni¡ przestrzeni liniowej V .

2. Niech W <V b¦dzie podprzestrzeni¡. Wówczas

dimW?>dimV ¡dimW ;

przy czym je±li (V ; �) jest nieosobliwa, to zachodzi równo±¢.



De�nicja 1.14. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k, niech
V1; :::; Vk b¦d¡ podprzestrzeniami przestrzeni V. Mówimy, »e V jest sum¡ prost¡ ortogonaln¡
podprzestrzeni V1; :::; Vk, je»eli

i. V =V1� :::�Vk,

ii. Vi?Vj, dla i=/ j, i; j 2f1; :::; kg.

Uwaga 1.15. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k, niech V
b¦dzie sum¡ prost¡ ortogonaln¡ podprzestrzeni V1; :::; Vk, niech A b¦dzie macierz¡ � w pewnej
bazie. Wówczas

A=

26664
A1

A2
���

Ak

37775;

gdzie Ai jest macierz¡ funkcjonaªu �jVi�Vi w pewnej bazie przestrzeni Vi, i2f1; :::; kg.



De�nicja 1.16. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k, niech
V1<V b¦dzie podprzestrzeni¡. Je»eli

V =V1?V2

dla pewnej podprzestrzeni V2 < V, to V2 nazywamy uzupeªnieniem ortogonalnym podprze-
strzeni V1 do V.

Uwaga 1.17. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k, niech V1<V
b¦dzie podprzestrzeni¡. Uzupeªnienie ortogonalne V1 do V istnieje, gdy przestrze« (V1; �jV1 )
jest nieosobliwa.



De�nicja 1.18. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k, niech
V =V1?V2 dla pewnych podprzestrzeni V1; V2<V.

Odwzorowanie �:V !V zde�niowane wzorem

�V1(�1+�2)=�1¡�2;

dla �1 2 V1; �2 2 V2, nazywamy symetri¡ ortogonaln¡ wzgl¦dem poprzestrzeni V1 wzdªu»
uzupeªnienia ortogonalnego.

Odwzorowanie �:V !V zde�niowane wzorem

�V1(�1+�2)=�1;

dla �12V1; �22V2, nazywamy rzutem ortogonalnym na podprzestrze« V1.



De�nicja 1.19. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k. Baz¦
(�1; :::; �n) przestrzeni V nazywamy baz¡ ortogonaln¡ przestrzeni (V ; �), je»eli

�i?�j ;

dla i=/ j, i; j 2f1; :::; ng.

Baz¦ ortogonaln¡ nazywamy na wpóª unormowan¡, je»eli

�(�i; �i)2f¡1; 0; 1g;

dla i2f1; :::; ng oraz unormowan¡, je»eli

�(�i; �i)2f0; 1g;

dla i2f1; :::; ng.

Uwaga 1.20. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k. Je»eli 2=/ 0
w ciele k, to (V ; �) ma baz¦ ortogonaln¡.



De�nicja 1.21. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k. Rady-
kaªem przestrzeni V nazywamy dopeªnienie ortogonalne V ? i oznaczamy radV.

Uwaga 1.22. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k, niech A
b¦dzie macierz¡ � w pewnej bazie.

1. Przestrze« (V ; �) jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy radV = f0g.

2. dimV = r(A)+ dim radV .



Notacja 1.23. Niech (V ; �) b¦dzie przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem R, niech A=(�1; :::;
�n) b¦dzie baz¡ ortogonaln¡ przestrzeni (V ; �). Oznaczmy:

r+(A)= jf�ij �(�i; �i)> 0gj

oraz

r¡(A)= jf�ij �(�i; �i)< 0gj:

Twierdzenie 1.24. (o bezwªadno±ci) Niech (V ; �) b¦dzie przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem
R, niech A oraz B b¦d¡ bazami ortogonalnymi. Wówczas

r+(A)= r+(B)

oraz

r¡(A)= r¡(B):

Wspóln¡ dla dowolnych baz A oraz B warto±¢ r+(A) = r+(B) oznaczamy przez r+(�), za±
warto±¢ r¡(A)= r¡(B) przez r¡(�).

De�nicja 1.25. Niech (V ; �) b¦dzie przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem R. Sygnatur¡
przestrzeni (V ; �) nazywamy ró»nic¦

s(�)= r+(�)¡ r¡(�):



Twierdzenie 1.26. (Jacobiego) Niech k b¦dzie ciaªem, w którym 2 =/ 0, niech (V ; �) b¦dzie
przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k, dimV =n, niech A b¦dzie macierz¡ � w pewnej bazie.
Niech Ai oznacza macierz powstaª¡ z A przez odrzucenie n¡ i ostatnich wierszy i kolumn. Je»eli
detAi=/ 0, i2f1; :::; ng, to wówczas istnieje baza ortogonalna, w której macierz � ma posta¢26666664

detA1 0 ��� 0

0
detA2
detA1

��� 0

��� ��� ��� ���
0 0 ��� detAn

detAn¡1

37777775:

Twierdzenie 1.27. (kryterium Sylvestera) Niech (V ; �) b¦dzie przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad
ciaªem R, dim V = n, niech A b¦dzie macierz¡ � w pewnej bazie. Niech Ai oznacza macierz
powstaª¡ z A przez odrzucenie n¡ i ostatnich wierszy i kolumn. Wówczas

1. � jest dodatnio okre±lony wtedy i tylko wtedy, gdy detAi> 0, i2f1; :::; ng.

2. � jest ujemnie okre±lony wtedy i tylko wtedy, gdy (¡1)idetAi> 0, i2f1; :::; ng.



De�nicja 1.28. Niech k b¦dzie ciaªem, (V1; �1) i (V2; �2) przestrzeniami ortogonalnymi nad
ciaªem k. Funkcj¦ f :V1!V2 nazywamy izometri¡ przestrzeni ortogonalnych, je»eli:

i. jest izomor�zmem przestrzeni liniowych,

ii. 8�; � 2V �1(�; �)= �2(f(�); f(�)).

Przestrzenie nazywamy izometrycznymi, je»eli istnieje mi¦dzy nimi izometria, co oznaczamy
(V1; �1)=� (V2; �2).

Uwaga 1.29. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k. Zbiór
wszystkich izometrii f : V ! V przestrzeni (V ; �) tworzy grup¦ z dziaªaniem skªadania odwzo-
rowa«, któr¡ oznaczamy przez O(V ; �).

De�nicja 1.30. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k. Grup¦
O(V ; �) nazywamy grup¡ ortogonaln¡ przestrzeni (V ; �).



De�nicja 1.31. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k. Wektor
�2V nazywamy izotropowym, je»eli �?�.

Uwaga 1.32. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k, niech �2V
b¦dzie wektorem nieizotropowym. Wówczas

V = lin(�)? lin(�)?

i symetria ortogonalna �lin (�):V !V wzgl¦dem prostej lin(�), któr¡ b¦dziemy oznacza¢ krótko
przez ��, wyra»a si¦ wzorem

��(�)= � ¡ 2�(�; �)
�(�; �)

�;

dla � 2V .

Uwaga 1.33. Niech k b¦dzie ciaªem, (V ; �) przestrzeni¡ ortogonaln¡ nad ciaªem k, niech �2V
b¦dzie wektorem nieizotropowym, niech ��: V ! V b¦dzie symetri¡ ortogonaln¡ wzgl¦dem
prostej lin(�). Wówczas:

1. ��2O(V ; �),

2. ��(�)=�,

3. ��(�)= � wtedy i tylko wtedy, gdy �?�.



Twierdzenie 1.34. Niech (V1; �1) i (V2; �2) b¦d¡ przestrzeniami ortogonalnymi nad ciaªem R,
niech A1 i A2 b¦d¡ macierzami, odpowiednio, �1 i �2 w pewnych bazach. Wówczas (V1; �1)=�(V2;
�2) wtedy i tylko wtedy, gdy

1. dimV1= dimV2,

2. r(A1)= r(A2),

3. s(�1)= s(�2).

Twierdzenie 1.35. Niech (V1; �1) i (V2; �2) b¦d¡ przestrzeniami ortogonalnymi nad ciaªem C,
niech A1 i A2 b¦d¡ macierzami, odpowiednio, �1 i �2 w pewnych bazach. Wówczas (V1; �1)=�(V2;
�2) wtedy i tylko wtedy, gdy

1. dimV1= dimV2,

2. r(A1)= r(A2).


	1 Powtórka z algebry dwuliniowej.

