
1. Wyk≥ad 1: PojÍcie modu≥u. Podmodu≥y. Podmodu≥y generowane przez zbiór.

Definicja 1.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem, M addytywnπ grupπ przemiennπ. M nazywamy lewym R-
modu≥em, jeøeli na M okreúlone jest dzia≥anie zewnÍtrzne z pierúcieniem skalarów R ¨ : R ˆ M Ñ M
takie, øe
(1) @a P R@m1,m2 P M rapm1 ` m2q “ am1 ` am2s,
(2) @a1, a2 P R@m P M rpa1 ` a2qm “ a1m ` a2ms,
(3) @a1, a2 P R@m P M rpa1a2qm “ a1pa2mqs.

Jeøeli R jest pierúcieniem z jedynkπ i spe≥niony jest dodatkowo warunek
(4) @m P Mp1m “ mq,

toM nazywamy lewym unitarnym R-modu≥em.W analogiczny sposób definiujemy prawy R-modu≥
i prawy unitarny R-modu≥.

Uwaga 1.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem, M lewym unitarnym R-modu≥em. Wówczas:
(1) @a1, a2 P R@m P M rpa1 ´ a2qm “ a1m ´ a2ms,
(2) @m P Mp0m “ 0q.

Jeøeli R jest pierúcieniem z jedynkπ, a M lewym unitarnym R-modu≥em, to
(3) @m P M rp´1qm “ ´ms.

Dowód. (1) Ustalmy a1, a2 P R, m P M . Wówczas pa1 ´ a2qm ` a2m “ pa1 ´ a2 ` a2qm “ a1m.
(2) Wynika z (1) dla a1 “ a2 “ 1.
(3) Wynika z (1) dla a1 “ 0, a2 “ 1.

⇤
Uwaga 1.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem, M addytywnπ grupπ przemiennπ. Wówczas M jest lewym
R-modu≥em wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm pierúcieni � : R Ñ EndM .

Dowód. pñq: Zdefiniujmy odwzorowanie � : R Ñ EndM wzorem

�paqpmq “ am.

Z ≥atwoúciπ sprawdzamy, øe wówczas � jest homomorfizmem.
pq: Zdefiniujmy dzia≥anie ¨ : R ˆ M Ñ M wzorem

a ¨ m “ �paqpmq.

Z ≥atwoúciπ sprawdzamy, øe wówczas M jest lewym R-modu≥em. ⇤
Przyk≥ady:

(1) Niech F bÍdzie cia≥em, V przestrzeniπ wektorowπ nad cia≥em F . Wówczas V jest lewym unitar-
nym F -modu≥em.

(2) Niech A bÍdzie addytywnπ grupπ abelowπ. Wówczas A jest lewym unitarnym Z-modu≥em.
(3) Niech R bÍdzie pierúcieniem, I idea≥em lewostronnym w R. Wówczas I jest lewym R-modu≥em.
(4) Niech R bÍdzie pierúcieniem. Wówczas R jest lewym R-modu≥em.
(5) Niech V bÍdzie przestrzeniπ wektorowπ nad cia≥em F , niech ⌧ P EndV , niech � : F rxs Ñ EndV
bÍdzie dane wzorem �pfq “ fp⌧q. Wówczas V jest lewym unitarnym F rxs-modu≥em.

Definicja 1.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem, M lewym R-modu≥em. Podzbiór N zbioru M nazywamy
podmodu≥em modu≥u M , gdy pN, ¨æRˆNq jest lewym R-modu≥em. Oznaczamy N † M .

Przyk≥ady:

1
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(6) Niech F bÍdzie cia≥em, V przestrzeniπ wektorowπ nad cia≥em F , W podprzestrzeniπ przestrzeni
V . Wówczas W jest podmodu≥em V .

(7) Niech A bÍdzie addytywnπ grupπ abelowπ, B podgrupπ grupy A. Wówczas B jest podmodu≥em
A.

(8) Niech R bÍdzie pierúcieniem, I idea≥em lewostronnym w R. Wówczas I jest podmodu≥em modu≥u
R.

(9) Niech V bÍdzie przestrzeniπ wektorowπ nad cia≥em F , niech ⌧ P EndV , niech W bÍdzie podprze-
strzeniπ ⌧ -niezmienniczπ przestrzeni V . Wówczas W jest podmodu≥em F rxs-modu≥u V .

(10) Niech R bÍdzie pierúcieniem,M lewym R-modu≥em, I idea≥em lewostronnym R. Wówczas IM “

ta1m1 ` . . . ` anmn : ai P I,mi P Mu † M .

Twierdzenie 1.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem, M lewym R-modu≥em, R “ tNi : i P Iu rodzinπ
podmodu≥ów modu≥u M . Wówczas:
(1)

ì
iPI Ni jest podmodu≥em modu≥u M ,

(2)
î

iPI Ni jest podmodu≥em modu≥u M , o ile R jest ≥aÒcuchem.
Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.

Definicja 1.3. Niech R bÍdzie pierúcieniem, M lewym R-modu≥em oraz A Ä G pewnym zbiorem. Naj-
mniejszy w sensie inkluzji podmodu≥ modu≥u M zawierajπcy zbiór A (tj. przekrój wszystkich podmodu≥ów
modu≥u M zawierajπcych A) nazywamy podmodu≥em generowanym przez A i oznaczamy xAy.
Kaødy zbiór A o tej w≥asnoúci, øe xAy “ M nazywamy zbiorem generatorów modu≥u M . Jeúli

A “ ta1, . . . , anu to oznaczamy
xa1, . . . , any “ xAy.

Mówimy, øe modu≥ jest skoÒczenie generowany (odpowiednio, cykliczny), gdy istnieje skoÒczony
(odpowiednio, jednoelementowy) zbiór jego generatorów.

Twierdzenie 1.2 (o postaci elementów podmodu≥u generowanego przez zbiór). Niech R bÍdzie pier-
úcieniem, M lewym R-modu≥em oraz A Ä G pewnym zbiorem. Wówczas

xAy “ tr1a1 ` . . . ` rnan ` k1b1 ` . . . ` kmbm : n,m P N, ri P R, ai, bi P A, ki P Zu.

Jeøeli R jest pierúcieniem z jedynkπ, a M unitarnym R-modu≥em, to wówczas:

xAy “ tr1a1 ` . . . ` rnan : n P N, ri P R, ai P Au.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.
Przyk≥ady:

(11) Niech F bÍdzie cia≥em, V przestrzeniπ wektorowπ nad cia≥em F . Kaøda podprzestrzeÒ jednowy-
miarowa jest podmodu≥em cyklicznym. Kaøda podprzestrzeÒ skoÒczeniewymiarowa jest podmo-
du≥em skoÒczenie generowanym.

(12) Niech A bÍdzie addytywnπ grupπ abelowπ. Kaøda podgrupa cykliczna jest podmodu≥em cyklicz-
nym.

(13) Niech R bÍdzie pierúcieniem. Kaødy idea≥ g≥ówny jest podmodu≥em cyklicznym.
(14) Niech V bÍdzie skoÒczeniewymiarowπ przestrzeniπ wektorowπ nad cia≥em F , niech ⌧ P EndV .
Wówczas F rxs-modu≥ V jest skoÒczenie generowany.

Definicja 1.4. Niech R bÍdzie pierúcieniem, M lewym R-modu≥em, N1, N2 † M . Podmodu≥ xN1 Y N2y

nazywamy sumπ algebraicznπ N1 i N2 i oznaczamy N1 ` N2.
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Twierdzenie 1.3 (o postaci elementów sumy algebraicznej podmodu≥ów). Niech R bÍdzie pierúcieniem,
M lewym R-modu≥em, N1, N2 † M . Wówczas:

N1 ` N2 “ tn1 ` n2 : n1 P N1, n2 P N2u.

Dowód jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiπzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.

Twierdzenie 1.4 (Dedekinda). Niech R bÍdzie pierúcieniem, M lewym R-modu≥em, K,L,N † M i
niech K Å L. Wówczas

K X pL ` Nq “ L ` K X N.

Dowód. Inkluzja pÅq jest oczywista, skupmy siÍ na dowodzie inkluzji pÄq. Ustalmy x P K X pL ` Nq.
Poniewaø w szczególnoúci x P L ` N , wiÍc x “ y ` z dla pewnych y P L, z P N . Stπd z “ x ´ y P K,
skoro x P K oraz y P L Ä K. Zatem z P K X N i tym samym x P L ` K X N . ⇤


