10.

11.

12.

13.

14.

Zadania ze wstepu do algebry liniowej i geometrii analitycznej

Zestaw 1

. W przestrzeni liniowej R? oblicz:

(a) [1a2]+[1’4]7 (b) 4[153]’ (C) _[473]7 (d) [250]_[3’1]'

. W przestrzeni wektorowej R? rozwigz réwnanie:

(a) x+[5,4] = 3,1, (b) [2,6]—x=[1,0], (c) 5x=1[5,2, (d) 4x = [6,1].

. W przestrzeni liniowej R? oblicz:

(a) [7,1,8]+[1,6,0], (b) 5[1,-1,0], (c) —[1,0,4], (d) [L,3,0]—[1,5,~1], (e) 5[9,3,1] —7[5,1,0].

. W przestrzeni wektorowej R3 rozwiagz réwnanie:

(a) x+[7,2,0]=[8,7,5], (b) [9,6,3]—x=[5,1,7], (c) 3x=1[9,-12,0], (d) 4x+][1,1,6] = [5,13,6].

. Niech K bedzie cialem. Zbadaj, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni K* sa podprzestrzeniami

wektorowymi:

(@) U={[t,t+1,0,1] : t € K},

() U={[t,u,t +u,t —u] : t,u e K},

(¢) U =A{[tu,u,t,0] : t,u € K},

={[z,y,2,t] : x+y—2=0},

(e) U={[z,y,2,t] :x+y—2=0 i 2z+y=0}
(f) U—{[;my,z,t] : ;vy:O},

(g) U= {t[1,0,1,0] +u[0,~1,0,1] : t,u € K}.

. Zbadaj, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni R* sa podprzestrzeniami liniowymi:

(a) U={[t,u,t +u,t —u] : t <u},
(b) U ={[t,u,t,0] : tu >0},
() U=A{lz,y,2,t] : z,y,2,t € Q}.

. Zbadaj, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni Z3 sa podprzestrzeniami liniowymi:

(a) U= {[070]7 [1’2]7 [271]}a
(b) U= {[070]7 [L 1]7 [2>2]}a
(C) U= {[O7O]a [1’2]7 [272]}

. Jakiej postaci sa wektory nalezace do warstwy [1,1] + W, gdzie W = {[u,u + t]: u,t € R} < R%
. Dana jest podprzestrzen U = Sol(X — Y = 0) przestrzeni Z32. Wypisz wszystkie wektory nalezace do

warstwy [1,2] +U.
W przestrzeni R wyznacz kombinacje liniowa wektorow vy, vo, v o wspolczynnikach odpowiednio a1, as, as,
gdzie:

(@ n=2 vi=[1,0], vo=1[-2,3], vs=][L1,2], a1 =-1, as =2, a3 =1,

(b)y n=3, vi=1[1,0,2], vo=1[2,1,1], v3=1[1,2,0], a1 =1, aa =2, a3 =1.

Sprawdz czy wektor w jest kombinacja liniowa wektoréw vq, ..., v, przestrzeni R", jesli:

(@ n=2 vi=[0,ve=1[21, w=][-1, -1

(b) n=3, vi=[1,0,2, vo=[1,1,1], vs=[1,2,0, w=[1,1,2]

Wyznacz wszystkie wartosci parametru a € R, dla ktérych wektor w jest kombinacja liniowa wektorow
V1, Vg, V3 przestrzeni R3, gdzie'

(a) vi=12,3,5], v

=[3,7,8], v =]
(b) vi=[4,4, 3], vo =T, 2, 1], vs=[4,1,6], w=][5,9,a;
(¢) vi=1[3,2,5], va =1[2,4,7], v3=15,6,a], w=][1,3,5];
(d) vi=1[3,2,6], va=1[5,1,3], v3 =1[7,3,9], w=]a, 2, 5]

Sprawdz czy w przestrzeni wektorowej R? prawdziwa jest przynaleznoé:
(a) [4,9,9] € lin([-8, —18, 18]),

(b) [2,5,3] € lin([L,3,0],[0,8,1]),

(¢) [3,1,5] € lin([1,4, 8], [1,5,—5],[1, 6, 0]).

Sprawdz czy w przestrzeni R? zachodzi réwnosé Wy = Wy, jesli:

(a) Wy =1in([3,1]), W2 =Ilin(]21,7],]9,2]),

(b) Wy =lin([1,6],[4,1]), W2 =Ilin([1,2],[5,2]),
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(¢) Wy =1in([1,3],1]9,6]), Wa =lin([5,3],[7,6]).
Sprawdz czy dane wektory rozpinaja przestrzen R2:
(a) [1,3], [1,4], (b) [1,2], [7,6], (c) [1,2], [5,1], [9,0].

Sprawdz czy dane wektory rozpinaja przestrzen R3:
(a) [1,2,2], [5,1,3], [9,0,4], (b) [2,3,5], [3,4,9],[5,8,17], (c) [1,2,4], [3,5,9].

Sprawdz czy wektory v oraz w sa kombinacjami liniowymi uktadu A wektoréw przestrzeni R*, jezeli

1 2 5 9 9
1 1 3 6 6
a‘)A:( 1 ) 1 ) 2 )7V: 5 7W: 5
_—1_ _1_ _O_ -1 _0
1 27 [ 5] 1 9 ] 9
1 1 3 0 6 6
b)A:( 1 ) 1 ) 2 b 0 )7v: 5 7W: 5
_—1_ _1_ _0_ 2 —1_ 0

Czy zapis wektora v w postaci kombinacji liniowej ukladu A jest jednoznaczny?
Dla danych podzbioréw U, A przestrzeni liniowej V' pokaz, ze U jest podprzestrzenia przestrzeni V oraz
lin(A) C U.

(a) V=R3 U=/{[x1, v, 23] : 201 — a2 + 23 =0}, A={[1,0,-2], 0,1, 1], [1, =1, =3]};

X1 +Xo—-X4=0

. A=1{[1,1,22],[0,1,2 1], [2 2 1, 1]}
Xy — 2X4s = 0 ) {l ] [ I [ I}

(b) V=23, U= Sol({

Wskaz skoniczony zbiér A rozpinajacy podprzestrzen U przestrzeni liniowej V', gdzie:

(a) V=R3 U=R?
) V=RY U={[t+u,u 2t t—ul:tucR}
(c) V=123 U=Sol(X; + Xy — X3=0);

X1+2X2—X3:0

X1 —Xo+X3—X—-4=0 )

(d) V=0 U= Sol({

Stosujac operacje elementarne wyznacz calkowicie zredukowany uktad rozpinajacy U, gdzie:

(@) V=R U=lin([1,57,[21,2][-5 2 1]);

(b) V=25* U=lin([4,2,3,2],[2,1,2,2], [1,3,0,4], 2,1, 4, 1]).

Wykonujac przeksztalcenia elementarne na zbiorze rozpinajacym, wyznacz catkowicie zredukowany uktad
rozpinajacy podprzestrzen U przestrzeni liniowej V', gdzie:

(a) V=R U=lin([1,2,-2,2],][0,3,-3,0], [-2, 5, =5, —4], [-1, 0,0, =2], [3, =1, —1, 6] );
(b) V=2;* U=lin([1,3,3],2 5, 0], (2,1, 4], [5, 2, 0]);
(c) V=Q3 U=lin([1,1,1],[2, -1, 3], [0, 1, =5], [3, =2, 1], [6, =2, —1]).

Sprawdz czy dane wektory przestrzeni liniowej R? sa liniowo zalezne:

(a) [0,0], (b) [1,2], (c) [3,1], [-9,3], (d) [4,4], [1,4], (e) [0,0], [2,3],
(g) [1,1], [1,0], [1,1].

Sprawdz czy dane wektory przestrzeni liniowej R? sg liniowo niezalezne:
(a) [3,4,1], [4,1,3], (b) [2,0,3], [10,0,15] (<) [1,1,0], [4,3,1], [1,4,2],
(e) [1,0,1], [1,4,0], [1,1,0], [3,2,1].

., Vi) wektoréw przestrzeni R? jest liniowo niezalezny, gdzie:

(f) [7v _4]7 [_14»8]7

(d) [4,4,2], [3,1,0], [2,4,1],

Sprawdz czy uklad (vq,..

(a) k= 27 Vi = [17 27 3}7 Vo = [3a 6a 7]7
(b) k=2, vy =14,-2,6], va =16, =3, 9];
() k=3, vi=[2 3,1, va=[3, 1,5, vs=][1, —4,3].

Wyznacz wszystkie wartosci parametru a € R, dla ktérych podane wektory przestrzeni R™ sa liniowo
zalezne, jesli:

[ 1 4 2
(@ n=3 wvi=|2{|, vo=|1], vs=|4 [,
| 3 5 a
[ 1 0 1 a
(b)y n=3, wvi= 2 |, vo=1|11], wvg=|1/|, wvg=1|0],
! {3 [0 1



26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

(c) n=2, vlz[é], vzz[‘;}

Sprawdz czy dane wektory tworza baze przestrzeni R?:

(a) [15 O]’ [15 1]v (b) [13 5]’ [_37 _15}’ (C) [373]a [178]a (d) [77 3]7 [_7’ _3]'
Sprawdz czy dane wektory tworza baze przestrzeni R3:

(a) [1,0,-1], [1,1,3], 4,1,1], (b) [1,5,0], [1,2,3], [1,4,1], (<) [1,3,4], [2,7,9],
(d) [1,1,1], [1,2,3], [4,7,11], [3,4,7].

Pokaz, ze wektory v, Vs tworzg baze przestrzeni R? i znajdz wspéirzedne wektora w w tej bazie, jezeli
(a) vi=1[1, =1], va =[1, 1], w=]1, 2],
(b) Vi = [2, 1], Vo = [1, 3}, W = [1, 1].

Pokaz, ze wektory vi, va, v3 tworza baze przestrzeni R3 i znajdz wspélrzedne wektora w w tej bazie, jezeli
[ 1 1 1 6
@ wvi=|1|,va=|1]|,vs=|2 |, w=| 9
|1 2 3 14
[ 2 3 1 6
(b) vi = 1 , Vo = 2 |,vs=| -1 | ,w= 2
| -3 -5 1 -7

Znajdz wspétrzedne dowolnego wektora [z, y] € R? w podanej bazie przestrzeni wektorowej R?:
(a) ([7,5], [4,3]), (b) ([4,3], [17,13]), (c) ([4,5],[1,3]).

Dla jakich wartoéci parametru a € R dana para wektoréw tworzy baze przestrzeni R?:

(a) [1,5], [8,a], (b) [2,5], [4a,7a]?

Dla jakiej wartosci parametru a € R podany uktad wektoréw jest baza przestrzeni R3:

(a ([1,1,1],[1,2,1],[1,0,a]) (b) ([1,2,1], [a, 1,1], ]2, 3, 2])7

Sprawdz czy uklad wektoréw (vi,va, v3, v4) przestrzeni K* jest liniowo zalezny (niezalezny), jezeli:
1 4 2 ] [ 5
2 1 1 4
(a) K= Z77 Vi = 3 ) Vo = 5 y V3= 3 ’ V4 = 92
1 4 4 | 2
1 4 [ 2] [ 6 ]
2 1 1 3
(b) K= Ra V1 = 3 5 Vo = 5 3 V3 = 3 ) V4 = 10
1 4 | 4 ] | 5 |
1 4 4414 5
1 1 0 21
(c) K=C, vi= 3 | Vg = 5 | V3 5+3i | V4 i
—1 4 5
1 4 2 5
2 1 1 4
(d) K:Z57 Vi = 3 ) Vo = 5 ) V3 = 3 ) V4 = 2
1 4 4 2

Jezeli to mozliwe, przedstaw jeden z wektoréw tego uktadu jako kombinacje liniowa pozostatych.

Pokaz, ze wektory vy, va, Vs, vy tworza baze przestrzeni Q% i znajdz wspétrzedne wektora w w tej bazie,
jezeli

1 2 1 1 7
. 2 . 3 ] 2 . 3 | 14
Vi1 = -1 , Vo = 0 , V3 = 1 , Vg = -1 , W= -1
-2 -1 4 0 2
Wyznacz baze i wymiar podprzestrzeni lin(vy, va,...,Vv,) przestrzeni Q* gdy:
5 4 1 3
(a) _ 2 . 1 B 1 _ 4 |
a) vy = _3 , Vo = —9 , V3 = -1 , Vg = -1 )
1 3 2 2
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[ 2 4 7 e 4 7
-1 -3 -2 -1 —6
(b)Vl— 3 , V2 = 1 , V3 = 3 , V4 = 15 , Vs = _7 )
| 5 ] | 3 ] | 4] 17 0
1 ] [ 2 ] [ 2 ] ) 3
2 3 -5 26 —4
(c) vi= 3 y V2 = 4 ) V3 = 8 y V4 = 9 y V5 = 1
| —4 | | 1 ] | 3 ] —12 2

Podany uktad A wektoréw dopelnij do bazy przestrzeni R™ wektorami jednostkowymi. Dlaczego jest to
mozliwe?

(a) n=3, A=([1,1,2)),
(b) n=4, A=(1,0,1,-1], [2,3,1,1]),
(c) n=3, A=(1,1,0], [-1,1,0)).

Dane sa wektory wi, Wg, Vi, Vo, Vs przestrzeni liniowej R3. Pokaz, ze wektory wi, wy sa liniowo niezalez-
ne, a uktad (vi,vs,v3) stanowi baze przestrzen R®. Sprawdz, ktéry sposréd wektoréw vy, ve, Vs mozna
dolaczyé do wektoréw w, wo tak, aby otrzymaé baze przestrzeni R3:

(a) w1 =1[1,1,1], wa = [3,4,5], vi = [1,1,2], vo =[2,0,1], v3 = [4,3,1];

(b) Wi = [1a 1,3], Wo = [17072]7 Vi = [1a laO]a Vo = [27175]7 V3 = [37 1a7]

Wyznacz réznymi sposobami baze i oblicz wymiar podprzestrzeni lin(vy,va,...,v,) < (Z7)", jezeli
1] (1] [ 3]
(@) vi= (2) V2 = g V3= g ;
| 0 | 4 | | 0 ]
(1] [ 2] [ 3] 4
(b) vi= :25 , Vg = i Vg = g ; Va = g ;
| 4 | 5 | 6 | 0
[ 2] [ 4] [ 6] 1 6
() vi = 1 Vo = 2 vy = 3 vy = ! vy = 01,
4 1’ 1’ 5 |7 1’ 4 1’
| 1] | 2 ] | 3 ] 1 0
1] [ 2] [ 3] 4 1
d)y vi=]| 2 |,va=|3|,vs=]|2 |, va=]|3 |, vs=|1
| 3 | 4 | 3 | 4 1




