Dodatek 11

KRATY 1 ALGEBRY BOOLE’A

System relacyjny £ = (L, A, V) nazywamy kratq (ang. lattice), jesli
dzialania A, VvV sa danlanunml dwuargumentowymi/ o nastgpujqcych
wlasnosciach

Il a) ana=a, b) ava = a.

L2 a) anb = baa, b) avb = bva.

L3 a) an(bac) = (anb)ace, b) av(bve) = (avb)ve.

[4 a) an(avb) = a, b) av(anb) = a,

Jesli dzialania A i v maja dodatkowo wlasnosci:

L5 a) an(bve) = (anb)vi(anc),

b) av(bac) = (avb)a(ave),
to krate nazywamy rozdzielng.
Krata bywa tez nazywana strukturq.

D2.1. Udowodni¢, ze w dowolnej kracic
(a=avb)<(anb = b).

D2.2, Wprowadzamy relacj¢ dwuargumentowa < wzorem a = b
< avb = b. Udowodni¢, ze relacja < jest czgéciowym porzadkiem.

D2.3, Nicch £ = (L, A, v) bedzie kratg, za§ < czgSciowym porzad-
kiem okreslonym w zadaniu D2.2. Udowodnié, ze system relacyjny (L, <)
jest zbiorem skierowanym, innymi stowy, ze spelnia on warunek
A V@aseab <o)

ab ¢
D2.4. Rozwazmy podobnic jak w zadaniu D2.3 system relacyjny
(L, <). Udowodni¢, ze w zbiorze L kazde dwa elementy maja kres dolny
[ gorny, fo znaczy, Ze
a) AV /\ (d<and< by« d <],

ab ¢

b) A V /\ [(a < dab < d)< ¢ <d].

ab ¢ d
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D2.5. Udowodnié, z¢ w dowolnej kracie:

a) anb < a,

b) (@< bac<d)=(arc= bAad),

¢) a<avbh, |

d) (a<<bac<d)=(ave= bvd).

D2.6. Rozwazmy system rclacyjny (A —{0}, A, V), gdzie XAy =
— NWD (x, ), za§ xvy = NWW (x, ¥). Udowodni¢, Z¢ system ten o
jest kratg, Czy krata ta jest rozdzielna? "

D2.7. Udowodni6, ze jesli (X, < jest zbiorem liniowo uporzadko-
wanym, to mozna W nim wprowadzié dziatania A oraz vV w ten sposob,
76 (X, A, V) jest kratg, a porzadek (por. zadanic D2.2) wyznaczony przez
te dzialania jest identyczny Z <.

D2.8. Jesli <L, A, V) jest krata, to kresem dolnym zbioru X < L
nazywamy ? € L, spelniajace warunck :

ANpeX=x<p)ex=<tl
x Yy

Udowodnié, ze dla kazdego skonczonego podzbioru zbioru L istnieje
kres dolny. j
D2.9. Sformutowaé (analogicznie do zadania D2.8) pojecie kresu
gornego. Udowodni¢ analogiczne twierdzenie.
D2.10. Znale#é krate (L, A, V) oraz zbidr X < L taki, z¢ X nie po-
siada kresu dolnego. Czy mozZna znalezé przyklad, w ktorym zbiér L
bytby skoriczony?
D2.11. Niech () X, U X oznaczajg odpowiednio kres gbrny i dolny |
sbioru X < L (o ile istnicja). Niech X i ¥ beda skoficzonymi podzbiorami
zbioru L. Udowodnié, ze:
a) NXaNY=NEWVY), b UXvUY=U@XEuvTY). i
D2.12. W zbiorze (A7) wprowadzamy relacje ~ wzorem X ~ Yf}
wtedy i tylko wtedy, gdy (X ~Y)u (Y—X) jest zbiorem skorficzonym, |
Jest to relacja réwnowaznoSci, w zbiorze jej klas abstrakcji wprowadzamy
relacie < wzorem [A] < [B] <> A~ B jest zbiorem skoficzonym. Udowod- |
nié, ze w zbiorze A7/, mozna wprowadzi¢ dzialania A i v tak, ze otrzy-
mamy kratg, a czgSciowy porzadek wyznaczony przez dzialania A i V jest 4
identyczny z < . Udowodnic, %¢ definicja relacji < jest poprawna, to zZnaczy, ¥
ze nie zalezy od wyboru reprezentantow.
D2.13. Niech € = ¢(L, A, V) bedzie krata. W zbiorze I okreSlamy
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dzialania A i V' wzorami aA’b = avb, av'b = anb. Udowodnié, z¢|
Q= (L, A, V') jest krata, | '

D2.14. Niech (X, D) bedzie przestrzenia topologiczng, D — rodzing
domknigtych podzbioréw X. W zbiorze D okreSlamy dziatania A 1 V
wzorami AAB = AN B, AvB = Au B. Udowodni¢, Zc system rela-
cyiny <D, A, V) jest krata rozdzielng.

D2.15, Krata <L, A, V) nazywa si¢ krata modularng, jesli spelniony
jest w niej warunek: L4 1/2 a<<c=av(bAac) = (av b) A c. Udowodnic,
ze kazda liczba rozdziclna jest modulurm. -

D2.16. Udowodnié, ze warunkiem konieccznym i dostatecznym na to,
by krata byta modularna jest, by nie zawierala podkraty pigcioelemento-
wq {a, b, e, d, e}, N, V), wktorej porzadek = posiada diagram (rys. 45,

r, 253).

D2.17. Wskazaé przyktady kraty rozdzielnej, kraty nierozdziclnej. Jaka
wlasnoéé aksjomatu L5 jest w ten sposéb udowodniona?

D2.18, Wskazaé przyklady:
a) kraty niemodularnej,
b) kraty modularnej ale nierozdzielnej.

D2.19. W zbiorze P(X?), tj. wszystkich relacji w zbiorze X relacja
jest czeSciowym porzadkiem. Udowodni¢, ze W zbiorze tym mozna tak
okreélic dzialania A i v, by wyznaczona przez nie relacja < byla iden-
tyczna z <.

D2.20. W zbiorze T wszystkich 'rc_lacji rébwnowaznosci o polu X re-
lacie = wyznacza czeSciowy porzadek, Udowodni¢, Ze moZna tak okre-
{li¢ dzialania A i v w zbiorze 7, by wyznaczony przez nie porzadek =<
byt identyczny z <.

D2.21. Udowodnié, 7z¢ uklad aksjomatéw L1-LS5 jest zbyt obs7crny,
na przyklad:

a) L1 jest zalezne od pozostalych,

b) L5 a i L1 b jest zalezne od pozostalych,

¢) L5 b jest.zalezne od pozostalych.

D2.22. Zalézmy, ze O # X = L ma oba kresy. Udowodnic, Ze

a) N X=x dlaxeld,

b)x<|JX dla xelX,

o NXsUX.

D2.23. Udowodnié, 7e jezeli nicpusty zbiér X = L ma kres gorny,
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to zbiér elementéw w postaci aV.x (gdzie. a jest ustalonym elementem,

X e

L.

X) tez ma kres gérny i zachodzi réwnosé
aviJX = J{avx:xe X}

D2.24, Przy analogicznych zatozeniach jak w zadaniu D2.22 udowodni¢, 7e
an( X =N {arx:xe X},

D2.25. Niech {a,: te T}, {b,: te T} beda rodzinami elementéw zbioru
Niech A a, << b, i nicch istniejg kresy dolne i gorne obu zbiorow,

taeT

wtedy

/

a) () a -nbu b) U a < U b,

teT taT teT te T

gdzie () a,=r]{a, teT}, zas U a = U {a:teT}

teT teT
D2.26. Przy zalozeniach zadania D2.25 udowodni¢, ze jezeli rodziny

{a,vb,: te T}, {anb,: t € T} majg odpowiednic kresy gérny i dolny, to:

a) U (avh) =Uavl) b,

fta'l ta T teT

b) M (a,Ab) = () @A b,

taT ta Tl teT

c) (av()b < () (@, v b).*

teT taeT teT :
D2.27. Krata <L, A,v) nazywa si¢ zupelng wtedy i tylko wtedy, =

gdy kazdy jej podzbi6r nicpusty posiada kres gorny i dolny. Znalezé przy- |
kiad kraty zupelnej i kraty niezupeinej. Udowodni¢, ze kazda krata skon-
czona jest zupelna.

D2.28. Element « € L nazywa si¢ zerem (jednodciq) w kracie (L, A,V ) |

jesli spelnia on warunck

ma
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Nanrx = a) [\avx = a)l.

a) Udowodnié, 2e w kracie jest co najwyzej jedno zero.

b) Udowodnié, z¢ w kracie jest co najwyzej jedna jednosc.

¢) Znalezé kralg z jednoscig, ale bez zera.

d) ZnaleZé krate z zerem, ale bez jednoSci.

e) Czy w kracic zero moze byé rownoczesnic jednoscia ?

D2.29. Niech krata & bedzie krata okreSlong w zadaniu D2.13.

a) Udowodnié, ze jesli krata ma zero, to krata £’ ma jednosc.

b) Udowodni¢ twierdzenic odwrotne do twierdzenia a.

¢) Udowodnié analogiczne do a twnerdzeme w przypadku, gdy krata 2
jednos¢.




d) Udowodni¢, Ze jesli € ma zero i jednosé, to £ takze je posiada.

e) Czy jesli £ jest kraty rozdzielng, to &' takze jest krata rozdzielng?

f) Czy jedli & jest kratg modularng, to &' takze jest krata modularng ?

D2.30. Idealem w kracie & = {L,A,V ) nazywamy niepusty podzbiér
I < L spelniajacy warunki:

Il aelnbel=avbel,

12 aelnb<a=bel
Udowodnié, ze L jest ideatem w £,

D2.31. Udowodni¢, ze warunki Il i 12 moga byé zastapione jed-
nym 113/,

aclnbel<avbel.

D2.32, Udowodnic, Ze jeSli 0 jest zerem w kracie £, to

a) {0} jest idealem w £,

b) 0 nalezy do kazdego ideatu w L.

¢) {0} jest czgécia wspOlng wszystkich ideatéw w L.

D2.33. Udowodni¢, Ze jesli ae L, to zbidr (a) = {b : b < a} jest ide-
alem w kracie £. Nazywamy go idealem gléwnym wyznaczonym przez a.

D2.34. Udowodni¢, Ze na to, by w kracie € istnialo zero potrzeba
i wystarcza, by cze§é wspdlna wszystkich idealéw w & byla niepusta,

D2.35. Filtrem w kracie £ = {L,A,Vv) nazywamy podzbiér niepusty
I < L spelniajacy warunki:

Fl aeFAbeF= anbekF,

F2 aeFrna<b=bePF,
Udowodnié, ze L jest filtrem w L.
Co oznacza znak A w poprzedniku zdania F1, a co w nastepniku?

D2.36. Udowodni¢, ze warunki Fl, i F2 mogg by¢ zastapione jed-
nym Fl1/,

aelabeF<anbel.

D2.37. Udowodnié, ze jesli 1 jest jednoécia w Kkracie £, to

a) {1} jest filtrem w X.

b) 1 nalezy do kazdego filtru w €.

c) {1} jest czedcig wspOlna wszystkich filtrow w £.

D2.38. Udowodni¢, zc jesli ae L, to zbiér [a] = {b: a < b} jest fil-
trem w £. Nazywamy go filtrem gldwnym wyznaczonym przez a.

D2.39. Udowodnié, ze w kracie skoiiczonej kazdy ideat i kazdy filtr
sa gldwne. \
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. | , - !
D2.40. Udowodnié, ze jeSli w kracie zupelnej € = (L,A, V) po-
rzgdek = wyznaczony przez dzialania A 1 Vv jest porzadkiem liniowym, to
kazdy ideat w & jest gtéwny. Wskazaé przyktad dowodzacy, Ze warunck
zupelnosci jest istotny.
- D2.41. Udowodni¢, ze w kracie zupelnej istnieje zero i jednosé. Wy-
wnioskowaé stad, ze w kazdej kracie skonczonej istnicje zero i jednogé. |
D2.42. Niech & = (L,A,v) bedzie krata, a < porzadkiem wyzna-
czonym przez dzialania. Udowodnié, ze jezeli dla kazdego podzbioru |
X e L, (X, <) jest krata (to znaczy kresy par elementow z X sq w X),
to = jest porzgdkiem liniowym. Udowodnié, ze wystarczy, by wymicniong
wiasnos¢ posiadaly podzbiory skornczone (a nawet dwuelementowe). |
D2.43. Udowodnié, ze jesli w kracie rozdzielnej z zerem i jednoscia
¥ =LAV, 0, 1> spelniony jest warunek :

V [(anb = 0)a(avh = 1)],
b

to element b jest wyznaczony przez a jednoznacznic. |

Algebrq Boole’a nazywamy system relacyjny a = (A, A,V, ~,0, 1> 1
taki, ze {A4,A,v, 0, 1> jest krata rozdzielng z zerem i jednoscig, za$ ;f
dzialanic ~ jest dzialaniem jednoargumentowym i spelnia warunki: '::

an~a =10, av~aq=1].

D2.44. Udowodni¢, ze jezeli avb =11 anb =0, to b = ~a.
D2.45. Udowodnié, 7e ~ ~a = a, p < q<>~q = ~p.
D2.46. Udowodni¢ prawa dec Morgana:

~(PAG) = ~pV~g, ~(pVG) = ~pA~g.

D2.47. Niech a = {4,A,v,~, 0, 1>. Dla kraty a, = {A,V,AD
przeprowadzamy konstrukcj¢ opisang w zadaniu D2.13. Jak nalezy zde-
finiowa¢ dzialania ~', state 0 i 1’, by system ' = (4,A’, v, ~",. 0, 1)
byt algebrg Boole’a? Jesli 7 byt ideatem w q, czym bedzie w a'? Czym w al
bedzie zbior F, ktéry w q byl filtrem ?

D2.48. W zbiorze 2 = {0, 1} wprowadzamy dzialania A,V i ~ wzo-
rami:

XAy =min(x,y) xvy=max(x,y) ~x=1-x

Udowodni¢, Ze system 2 = (2,A,v, ~, 0, 1) jest algebra Boole’a:
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D249, Niech <{X,0) bedzie przestrzenia  topologiczng, O rodzing
zbioréw otwartych w X, Cl operaciy domknigeia, zas Int operacja wne-
trza w t¢j topologii,

Zbiorem regularnym otwarlym nazywamy zbidr A4 taki, ze 4 = Int
[Ci(A4)]. W rodzinic wszystkich zbioréw regularnych otwartych wprowa-
dzamy dzialania

AANB = ANB, AVB = Int[Cl(4 U B)], ~A=X-ClAd,
0=0, |=X.

Udowodni¢, ze zdefiniowaliémy algebre Boole’a.

D2.50. Algebra Boole’a CAN, v, ~, 0, 1) jest zupelna jesli krata
A, A,V ) jest zupelna. Udowodnié, ze jesli kres gérny i dolny w algebrze
rozwazancj w zadaniu D2.49 okredlimy jako:

(1% =IntCI(N X), UX, = Int[Cl (U X)),

teT te'l' teT teT
gdzie znaki (M) i |J po lewej stronie oznaczaja kresy, za$ po prawej zwy-
czajne dzialania mnogosciowe, to rozwazana algebra jest zupelna.

D2.51. Udowodni¢, ze jesli kres gorny (J @ istnicje, to kres dolny
taT

() (~a,) takze istnicje i ~ U a = (~a). Analogicznie dla kresu
taT teT telT
gornego. !

D2.52. Filtr F w kracie £ = CLy ALV ) nazywamy pierwszym, jesli
avbeF -+ aeFvbelF, Udowodnié, ze w algebrze Boole’a warunck ten
jest réwnowazny nastepujacemu: ¢eF lub ~a ¢ F. Wprowadzié pojecie
idealu pierwszego i udowodnié analogiczne twierdzenie,

D2.53. Filtrem (ideatem) wlasciwym w kracie € = (L,A,v) nazy-
wamy taki filtr (ideal), kt6ry jest rézny od L. Filtr F¥ (ideat 1) nazywamy
maksymalnym. Filtr maksymalny nazywamy tez ultrafiltrem, jesli nie
istnieje taki wlasciwy filtr 7/ (deat I), Ze FC F'iF £ Fl(I <= I'i [ # I).

Udowodnic¢, ze w algebrze Boole’a q = CA, ALV, ~, 0, 1) filtr pierwszy
whasciwy jest maksymalny. Udowodnié twierdzenie odwrotne. !

D2.54, Udowodnié, ze dla kazdego filtru wlasciwego istnicje maksy-
malny filtr whasciwy zawierajgcy go.

D2.55. Udowodnié, ze dla ustalonego elementu ae 4, dla kazdego

filtru F, nie zawierajacego a istnieje maksymalny filtr G nic zawierajacy «
i taki, Ze Fe G,

10 —< Blementy logiki i teorii mnogosci 1418



D2.56. Homomorfizmem Boole'a nazywamy odwzorowanie {
i A= Ay, gdric @ = <A, AL VL~ 0,15 § 0% = (i Apy Vi, Oy 1)
sq algebrami Boole'a i spelniajace warunki:

Hanbd) = fla)n,f1b),  flavb) = fla)v,/(D),
J(~a) =~ f(a), [f0)=0,, f(1)=1,.
Udowodni¢, ze jesli f jest homomorfizmem Boole’a, to f~1 » {1,} jest

filtrem, a_ /' = {0,} idcatem w A. g

Niech a = {4, A, V,~,0,1> i a; = {A;, Ay, Vq,~;,0;,1;) bedg o
algebrami Boole’a. Mowimy, Ze q izomorficzne z q, (a ~ q,) jesli istnicje
homomorfizm Boole’a f': A —1——1+A

Taki homomorfizm nazywamy izomorfizmem.

D2.57. Udowodnié, ze jesli F jest filtrem maksymalnym wiasciwym r
w algebrze Boole’a @ = {4, A, v, ~,0, 1), za§ odwzorowanie A zbioru A
w 2 jest okreSlone wzorem i

{1, jedli xeF,
/) = {o, jesli x ¢ F,

to jest homomorfizmem Boolc’a.
Udowodni¢ twierdzenie odwrotne.

D2.58. Udowodnié, ze kazda algebra Boole’a a zawiera podalgebrq :
womorﬁcmq AR :

rozszerzamy przez indukeje¢ jak nastepuje:
upAg) = o(p)avlg), w(pvg) =uv(p)ve(g), v(~p)=~u(p),
wp=q) =~up)vi(g), olp<q) = @(p)AUDV(~r(p)A ~u(g)).
Udowodni¢, ze formuta ¢ jest tautologia wiedy i tylko wtedy, gdy przy;

tos¢ 1.

D2.60. Udowodnié, ze chch { jest ideatem w a,to {x:~xel} Jcst
filtrem i na odwroét, :

Udowodni¢, ze analogiczne twierdzenie zachodzi dla filtréw pierwszych.
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D2.61. Niech ¥ bedzie filtrem w aq, definiujemy r‘c"lacjye ~p W A jak
nast¢puje: A
X ~pyes [(xvap)A(yv~x)] e F

Udowodnié, z¢ ~ r jest relacjg réwnowaznosei.

Zdefiniowaé dziatania w A/ _j tak, by otrzymac algebre Boole’a.
D2.62. Udowodnié, Zc jesli 2 jest epimorfizmem Boole'a (tj. homo-
morfizmem ,na”), to A(a) ~ af_p, gdzie I jest przeciwobrazem jednosei,
D2063. NieCh a= <A,/\, V, ol 0, ]), al e <A1, /\1, VL, NI’OI’ II>
bedg dwiema algebrami Boole’a, W produkcie A x Ay definiujemy dzialania

A VI~ 05,1 jak nastepuje:
Ca, ap N'<h by = (and, a, v b,
<a, ap v'<{b, I’1> =avb, anby),  ~<a, @) = {~a, ~; a),
0' = <Os 11)5 ' = <l,0_[>-

Udowodni¢, 7ze (AxA4,, A", v/, ~", 1), 1> jest algebra Boole'a.

D2.64. Niech {a,},.r bedzie rodzing algebr Boole’a & = A, Ay,
Vi ~es On 1.

Definiujemy [Ja, = < P 4,, A, v, ~,0,1), gdzie dzialania Ay M, ~,

taT ftaT
0,1 sq okreslone wzorami:

fAg =he /\Th(t) = f{t)n (1),
fvg=h 4»‘/\71?(1 ) =) v, g(1),
~f =g N g(t) = ~, f(1),

teT

0:={<t, 0> :1eT}, 1 ={1>:teT).
Udowodnié, ze [] a, jest algebra Boole’a,

teT
D2.65, Element a € A nazywamy atomem, jesli

Alaax # a=anx = 0]. ‘

Algebra Boole’a nazywa sie atomowa, Jedli dla kazdego x e A istnieje ]
alom a taki, ze a < x.

Udowodni¢, Ze dla kazdego zbioyu X algebra Boole’a (2(X), n, U, —,
0, X) jest atomowa.

Poda¢ przyklad nieatomowej algebry Boole’a.
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zbiorem wszystkich atomow algebry' a. Udowodni¢, ze odwzorowanie
h: A - P(At) okreSlone W nastepujacy sposob: i(a) = (xe At : x < a}
jest izomorfizmem a i (P(AL), 0, U, =, AL, \"

; et k
D2.66. Udowodnié, ze kazda skonczona algebra Boole'a jest atomowa.
D2.67. Niech a begdzie zupelna atomowsq algebra Boole’a, zas At

D2.68. Udowodnié, ze jezeli a jest skonczong algebra Boole'a, to &
istnieje liczba naturalna taka, ze 7 G, h
D2.69. Udowodnic¢, Z¢ a jest atomem wtedy i tylko wiedy, gdy filtr [a] -
jest pierwszy. {
132.70. Udowodnié, ze a jest atomem wtedy i tylko wtedy, gdy kazde
dwa filtry Fy i I, takie, ze a € Fy 0 Fy sa rowne. 1
D2.71. Niech a = ¢4, A, V,~,0,1) bedzie algebra Boole’a, za§ X |
bedzie zbiorem wszystkich filtréw wilasciwych w a. Kazdemu a € A przy-
porzadkowujemy zbior X, < X filtrow pierwszych zawierajacych a. 3
- Udowodnié, ze i
a) X,0 Xp = Xanns

b) Xauxb g Xavb»

) X—X,= X .u
D2.72. Udowodnié, ze definiujac w X topologi¢ przez zadanie bazy_,-f;
ktorej elementami sa zbiory postaci X, dla ae€ A, otrzymujemy zwartéﬁ
i zérowymiarowa przestrzef Hausdor/Ta. ;

D2.72. Udowodnié nastgpujace twierdzenic: Kazda algebra Boole'a jest
izomorficzna z algebra wszystkich podzbioréw otwartodomknigtych pewnej;

przestrzeni topologiczne;. .
D2.74, Algebra g nazywana jest gestq wtedy i tylko wtedy, gdy = je_s.'.‘-
gestym porzadkiem, Udowodnic, Zze algebra gesta jest zawsze bczatomowdf ',
D2.75. Pier§cieniem Boole’a nazywamy piericien przemienny z jedj
noscig, w ktorym kazdy element jest idempotentny, 10 Znaczy A ad=a
a o

Udowodnié, ze jesli dzialanic = w algebrze Boole’a a = (A, Ay Vs 0y l}
b = (~anb)v(~baa), to system relas
i

jest zdefiniowane wzorem @ =
\

eyiny (A4, A, =,0, 1) jest picrécieniem Boole’a.
Co jest odejmowanicm w tym pierscieniu? Sprawdz, ze W picrécicﬁi,'
Boole’a dla kazdego a mamy a-=-a = 0. (i
D2.76. Niech 2 = (P, +,+,0,1> bedzie pierécieniem przemiennyf
z jednoseia. Udowodnié, ze zbior W elementow idempotentnych pier§cienid
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P 7 dziataniami - i +', gdziea 'b = a - b,a+'b = a+b—2ab jest pierscie-
niem Boole’a.
D2.77. Niech 2 = (P, +,,0, 1> bgdzie pier§cieniem Boole’a.
Definiujemy dzialania A, Vv, ~, wzorami:

anb=a'b, avbh=a+b+a'b, ~a=I1+a,

Udowodnié, ze a = (P, A, V,~,0, 1) jest algebra Boole'a.

D2.78. Zhidr wielomiandw Boole’a definiujemy przez indukcj¢ jak na-
stgpuje:

a) Kazda zmienna jest wielomianem; 0, 1 sa wiclomianami.

b) Jesli i g sa wiclomianami, to fAg, fvg, ~fsq takze wiclomianami.

¢) Kazdy wielomian powstaje ze zmiennych 0,1 poprzez skoriczona
ilo§¢ zastosowan operacji z punktu b. Wielomian f nazywamy normalnym,
jesli ma on postaé f= uVv..vu,, gdzie w = v A...Av,, za$ Kazde
z v; jest postaci x; badz ~x;, gdzie x; jest zmienng,

Udowodnié¢, ze dla kazdego wielomianu fistnieje wielomian normalny £
taki, ze dla dowolnej algebry Boole’a b = (B, A, v, ~, 0, 1) i dowolnych
b I i =

F (Xt e vy X ) =X 5 0 ey X

D2.79. Jaki jest zwigzek zadania D2.78 i zadania 1.807

D2.80. Niech £ = (L, A, Vv, ~, 0, 1) bedzie kratg rozdzielng z zerem
i jedno$cig. Element a € L nazywamy boolowskim, jesli istnieje b € L takie,
7e anb =0, avb = 1.

Udowodni¢, Zze podkrata zlozona z clementéw boolowskich tworzy
algebr¢ Boole’a, '

D2.81. Niech b = (B, A, v, ~,0,1)> bedzie algebra Boole’a b" =
= DX oo X b, Wreszeie P = {{Xy, iy Xy ¢ Xy = Xa 25 wiey 2 Xk

oY
n

Udowodnié, ze P wraz z dzialaniami wzigtymi z D" jest krata rozdzielng
z zerem i jednoscig.

Udowodnié, ze algebra Boole’a elementow boolowskich kraty p jest
izomorficzna z b,

D2.82. Czy podkrata algebry Boole’a musi by¢ algebrg Boole’a?




