1.8 Podstawowe pojecia teorii kategorii.

Definicja 1.59. Kategoria C skfada sie z klasy obiektow Ob(C), oznaczanych przez A, B,C, ...
oraz klasy morfizméw (albo strzatek ) Ar(C) wraz z:

1. klasami parami roztagcznych strzatek Hom (A, B), jednej dla kazdej pary obiektow A, B €
Ob(C); element f klasy Hom(A, B) nazywamy morfizmem z A do B i oznaczamy A —f—> B
lub f: A— B,

2. funkcjami Hom(B, C) x Hom(A, B) — Hom(A, C), dla kazdej tréjki obiektow A, B,
C' € Ob(C), zwanych sktadaniem morfizméw; dla morfizméw A L Bi B2 C wartosci

: . : gof L
tej funkcji oznaczamy przez (g, )+ g o f, a morfizm A —— C nazywamy ztozeniem
C f : g
morfizmow A — B i B— C.



Ponadto wymagamy, aby spetnione byty nastepujace aksjomaty:

tacznosé. Jesli A i> B, B-LcCicC L D sa morfizmami w C, to
ho(gof)=(hog)of.

Identycznos¢. Dla kazdego obiektu B € Ob(C) istnieje morfizm B BNy taki, ze dla kazdych
morfizméw A—Ls B i B2 C

lpof=f orazgolp=yg.



Jesli klasy Ob(C) i Ar(C) sa zbiorami, to kategorie C nazywamy maty. Jesli wszystkie klasy
Hom(A, B) sg zbiorami, to kategorie C nazywamy lokalnie matj.



Przyktad 1.60. Niech (P, <) bedzie czesciowym porzadkiem. Kategorie 7P okreslamy naste-
pujaco: obiektami Ob(P) s3 elementy zbioru P, zas a — b wtedy i tylko wtedy, gdy a <b.

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczng i rozwazmy czeSciowy porzadek (7, C). Okreslong
powyzej kategorie P dla takiego porzadku bedziemy oznacza¢ przez O(X) i nazywac kategorig
posetalng przestrzeni (X, 7).



Definicja 1.61. Niech C i D beda kategoriami. Funktorem kowariantnym F'z C do D nazywamy
pare odwzorowan Ob(C) — Ob(D) i Ar(C) — Ar(D) (oznaczanych tym samym symbolem F),

ktore przyporzadkowuja dowolnemu obiektowi A € Ob(C) obiekt F(A) € Ob(D) i dowolnemu

morfizmowi A-Ls B w Axr(C) morfizm F'(A) £, F(B) w Ar(D) w taki sposéb, ze spetnione

s3 nastepujace aksjomaty:
1. F(14) =1p(a), dla dowolnego A € Ob(C);

2. F(go f)=F(g)o F(f), dla dowolnych A+ B i B-%C w Ar(C).

Funktorem kontrawariantnym nazywamy analogicznie zdefiniowang pare odwzorowan, w ktorych

morfizmowi A—Ls B w Ar(C) przyporzadkowany jest morfizm F'(B) RACONy? (A) w Ar(D) oraz

warunek 2. zastgpiony jest przez

2", F(go f)=F(f)oF(g), dla dowolnych A5 Bi B2 C w Ar(C).



Przyktad 1.62. Niech £ bedzie ciatem algebraicznie domknietym, niech V' C k™ bedzie rozma-
itoscig algebraiczng, niech (', 7) bedzie przestrzenia topologiczng z topologia Zarisskiego i niech
O(V') bedzie kategoria posetalng przestrzeni (V', 7). Niech k — Alg bedzie kategorig k-algebra.

Prasnopem nazywamy funktor kontrawariantny F: O(V) — k — Alg,.
Snopem nazywamy prasnop spetniajacy dodatkowo nastepujace aksjomaty:

Lokalnosc. Jesli {U;|i €1} jest pokryciem otwartym zbioru U € 7 oraz dla s,t € F'(U) zachodzi
slu,=t|y,, i€ I, to wéwczas s =1.

Sklejanie. Jesli {U;| i € I} jest pokryciem otwartym zbioru U € 7 oraz dla 7 € [ istnieje
s; € I'(U;) takie, ze dla dowolnych j € I zachodzi s;|u,nu, =s;|v,nv, , to wéwczas istnieje
s€ F(U) takie, ze s|y,=s;, 1€ 1.

Analogicznie mozna tez definiowa¢ prasnopy i snopy o wartoéciach w innych kategoriach C.



