1.5 Zastosowania twierdzenia Hilberta o zerach.

1.5.1 Rozktad prymarny.
S. Balcerzyk, T. Jézefiak, Pierscienie przemienne, PWN, Warszawa 1985.

Uwaga 1.30. Rozwazmy pierscien 7Z i element n € 7Z. Woéwczas istnieja jednoznacznie wyzna-
czone liczby pierwsze p1, ..., p,, | wyktadniki k4, ..., k,, € N takie, ze

km
m

n:j:plfl-...-p

lub réwnowaznie



Definicja 1.31. Ideat q pierscienia A nazywamy prymarnym, jezeli q=+ A i dla kazdych a,bc A:

abeqANbgq=IncN(a" €q).

Przyktad 1.32. Rozwazmy pierscier 7Z, liczbe pierwsza p i wyktadnik k € N. Wéwczas (p"*)
jest ideatem prymarnym.



Whiosek 1.33. Rozwazmy pierscien 7. i ideat a <\ 7. Woéwczas a istnieja jednoznacznie wyzna-
czone ideaty prymarne q1, ..., q,, takie, ze

a=dqi - qm=0q1N ... V.



Twierdzenie 1.34. Niech A bedzie pierscieniem noetherowskim, niech a <I A. Wéwczas istniejg
ideaty prymarne q1, ..., (., takie, ze

a=dq1 ... qm=0q1 M0 ...V gm-

Otrzymany rozktad ideatu a nazywamy rozktadem prymarnym.



Uwaga 1.35. Niech A bedzie pierécieniem noetherowskim, niech a <1 A, niech
a=dqy-... °qm:q1ﬂ...ﬁqm.

bedzie rozktadem prymarnym ideatu a. Z powyzszego przekroju mozemy usung¢ kazdy ideat,
ktéry zawiera przekrdj wszystkich pozostatych czynnikéw:

a2 ] as=) as (1.1)

j#i j#i



Definicja 1.36. Jesli q jest ideatem prymarnym pierscienia A i p = rad(q), to q nazywamy
ideatem p-prymarnym.



Lemat 1.37. Niech A bedzie dowolnym pierscieniem, niech q <\ A bedzie ideatem prymarnym.
Wowczas p =rad(q) jest ideatem pierwszym.



Lemat 1.38. Niech A bedzie pierscieniem noetherowskim, niech q1, ..., q,, beda ideatami p-
prymarnymi. Wowczas ideat q1-...-qum,=0q1) ... (., jest rowniez p-prymarny.



Uwaga 1.39. Niech A bedzie pierscieniem noetherowskim, niech a <1 A, niech
a=dqy-... °qm:q1ﬂ...ﬁqm.

bedzie rozktadem prymarnym ideatu a. W powyzszym przekroju mozemy zgrupowac wszystkie
ideaty, ktére maja ten sam radykat:

rad(q;) #rad(q;) dla @+ j. (1.2)



Definicja 1.40. Niech A bedzie pierscieniem noetherowskim, niech a <\ A, niech
a=dqr - gm=0q1MN ...V gm.-

bedzie rozktadem prymarnym ideatu a. Jezeli spetnione sa warunki (1.1) i (1.2), to powyzszy
rozktad nazywamy minimalnym rozktadem prymarnym.



Twierdzenie 1.41. (Lasker-Noether) Niech A bedzie pierscieniem noetherowskim, niech a <
A. Woéwczas istnieje minimalny rozktad prymarny

a=dq1 ... qm=q1 0 ... gm-

Ponadto ideaty p; =rad(q;) sa wyznaczone jednoznacznie.



Whiosek 1.42. Niech k bedzie ciatem algebraicznie domknietym, niech a < k[x1, ..., x,]. Niech

a=dq1 ... qm=q1 ... -

bedzie rozktadem prymarnym ideatu a z ideatami pierwszymi p;, = rad(q;). Wéwczas Z(q;) sa
rozmaitoSciami algebraicznymi.



1.5.2 Ideaty maksymalne pierScienia wielomianéw.

Uwaga 1.43. Niech k bedzie ciatem algebraicznie domknietym i niech m < kf[x1, ..., z,).
Woéwczas m jest ideatem maksymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy m = (21 —ay,...,x,, — a,,) dla
pewnych a1, ...,a, € k.



1.5.3 Ideaty radykalne.

Definicja 1.44. Ideat a pierscienia A nazywamy radykalnym, jeZeli a =rad(a).



Uwaga 1.45. Niech k bedzie ciatem algebraicznie domknietym i niech a < k[z1, ..., x,]. Wéwczas

a jest ideatem radykalnym wtedy i tylko wtedy, gdy a=7Z(V") dla pewnego zbioru algebraicznego
V Ck™



