1 Afiniczne zbiory algebraiczne.

1.1 Zbiory algebraiczne i ich ideaty.

Niech k bedzie dowolnym ciatem.

Definicja 1.1. Zerem wielomianu f € k|x1, ..., x,,| w przestrzeni afinicznej k™ nazywamy kazdy
punkt (aq,...,a,) € k™ taki, ze f(aq,...,a,)=0.

Zbiorem algebraicznym V' nazywamy podzbior przestrzeni afinicznej k" ztozony z wszystkich
wspdlnych zer pewnego zbioru S C k[x1, ..., xy]:

V=A{(a1,...,an) €EE"| f(a1,...,an) =0 dla wszystkich f €S}.

Zbior V nazywamy zbiorem algebraicznym wyznaczonym przez zbior wielomianéw S i oznaczamy

V=2(S).



Uwaga 1.2. Niech S C k[z1, ..., x,] i niech a bedzie ideatem pierscienia k|z1, ..., x,,] genero-
wanym przez zbiér §. Wéwczas



Uwaga 1.3. Niech S C k[x ) C )
. = 1, ---y Tn]. Wbowczas istnieje skonczony zbiér wielomiand
£} C Kl i) taki, e y zbiér wielomianow { /i, ..

Z(8)=Z(f1, fr)-



Uwaga 1.4. Niech V' C k™ bedzie zbiorem algebraicznym. Zbiér Z(V') wszystkich wielomianéw
zerujacych sie na V:

I(\V)={f€k|x1,...,zs)| f(a1,...,a,) =0 dla wszystkich (aq,...,a,) €V}

jest ideatem pierscienia k[x1, ..., z,].



Definicja 1.5. Niech V C k" bedzie zbiorem algebraicznym. Ideat (V') ztoZzony ze wszystkich
wielomiandw zerujacych sie w kazdym punkcie V nazywamy ideatem stowarzyszonym ze zbiorem
algebraicznym V, lub ideatem odpowiadajacym zbiorowi algebraicznemu V, lub po prostu ideatem

zbioru algebraicznego V.



Uwaga 1.6. Niech V', Vi, V5 C k™ beda zbiorami algebraicznymi w przestrzeni k", niech a, aq,
as bedy ideatami pierscienia k[x1, ..., x,]. Woéwczas:

1.a; Cas= Z(a;) D Z(ay),
2.7(Z(a)) Da,

3. Z(Z(V)) =V,

4. Vi CVaeZ(V1) 2Z(Va),
5. Vi=Vas I(V4) =Z(V5).



Lemat 1.7. Niech [, g € k|x1, x2] i zatézmy, Ze [ jest nierozktadalny w k|x1, xs| oraz f 1 g.
Woéwczas uktad réwnan

f(@1,22) =0 oraz g(z1,22) =0

ma tylko skonczona liczbe rozwigzan w ciele k.



Twierdzenie 1.8. Niech f € k[x1, x2| bedzie wielomianem nierozktadalnym w k[x1, xs]. Jesli
krzywa Z( f) ma nieskoriczenie wiele punktéw, to woéwczas



