5 Grupy homologii powierzchni

Notacja 5.1. W dalszych rozwazaniach bedziemy pomijaé index p w oznaczeniu operatora brzego-
wego 0, 1 zamiast tego pisaé po prostu 0 tam, gdzie bedzie jasne z kontekstu, o jaki operator chodzi.

Lemat 5.2. Niech L bedzie kompleksem z nastepujqcej ilustracyi:

a; ¢
ag

ktorego podlegtq przestrzeniq jest prostokqt, niech Bd L bedzie kompleksem, ktorego podlegtq prze-
strzeniq jest brzeg prostokqtu. Wszystkie 2-sympleksy o; kompleksu L orientujemy przeciwnie z
kierunkiem ruchu wskazowek zegara, zas 1-sympleksy orientujemy dowolnie. Wowczas

1. kazdy 1-cykl kompleksu L jest homologiczny z 1-cyklem przenoszonym przez podkompleks
BdL;

2. jezeli d jest 2-taricuchem w L oraz dd jest przenoszony przez Bd L, to d jest wielokrotnosciq
2-tarcucha Y o;.

Dowdd. Zaczynamy od dowodu czesci 2. Jezeli o; oraz o; majg wspolna krawedz e, to wowczas
0d jest na e rowne 0. Tym samym d przyjmuje taka samg wartosé¢ na o; oraz na o;. Kontynuujac
rozumowanie widzimy, ze d musi mie¢ taka sama wartos¢ na kazdym zorientowanym 2-sympleksie
0;.

Przechodzimy do dowodu czesci 1. Dla danego 1-tancucha ¢ w L, ,wypychamy” go z kolejnych 1-
sympleksow: najpierw sprawdzamy, ze ¢ jest homologiczny z 1-laficuchem c¢; przenoszonym przez
nastepujacy podkompleks:
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a nastepnie pokazujemy, ze c¢; jest homologiczne z 1-tancuchem ¢y przenoszonym przez nastepujacu
podkompleks:

Zauwazmy, ze w przypadku, gdy wejsciowy taricuch ¢ jest cyklem, rowniez i co musi byé cyklem.
Tym samym ce musi byé¢ przenoszony przez Bd L, albowiem w przeciwnym razie co miatby nieze-
rowe wspolczynniki na co najmniej jednym z wierzchotkéw vy, ..., vs. 0

Twierdzenie 5.3. Niech T bedzie kompleksem reprezentowanym przez ponizszy etykietowany pro-
stokqt L, ktorego podlegtq przestrzeniq jest torus:

) a b ¢ a
1 4 I
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e e g\)
0>
a h c « 1
Wowczas

H(T)=Z & Z oraz Hy(T) =Z.
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Zorientujmy ponadto kazdy 2-sympleks L przeciwnie do kierunku ruchu wskazowek zegara i uzyjmy
tak powstatej orientacji do zorientowania 2-sympleksow T. Niech v oznacza sume 2-sympleksow w
T i niech

wy = [avb] + [b7 C] + [C,CL],
[a,d]+[d,e] + e, al.

Z1
Wowczas v generuje Ho(T') oraz wy i z1 tworzq baze Hq(T).

Dowdod. Niech g:|L|— |T'| bedzie odwzorowaniem wklejajacym, niech A= g(|Bd L|). Wowczas A
jest homeomorficzne z przestrzenia bedaca suma mnogosciowa dwodch okregéw przecinajacych sie
w jednym punkcie. Przyjmijmy dowolng orientacje 1-symplekséw w T. Poniewaz ¢ identyfikuje
wylacznie wierzcholki lezace w Bd L, argumenty takie, jak uzyte w dowodzie Lematu 5.2 pokazuja,
ze:

1. kazdy 1-cykl T jest homologiczny z 1-cyklem przenoszonym przez A,
2. jesli d jest 2-taricuchem w T' i dd jest przenoszone przez A, to d jest wielokrotnoscia
Udowodnimy ponadto, ze:
3. jesli ¢ jest 1-cyklem w T przenoszonym przez A, to ¢ jest postaci nwi +mzy,
4. &y=0.
Aby pokazaé¢ 3. wystarczy zauwazy¢, ze A jest 1-wymoarowym kompleksem takim, jak na ponizszej
ilustracji:

¢
b

\ d
¢ A

Aby udowodnié¢ 4. zauwazmy, ze Jy ma warto$¢ 0 na kazdym 1-sympleksie w T poza A. Bezpo-
srednio sprawdzamy tez, ze éy ma réowniez warto$¢ 0 na kazdym 1-sympleksie w A: przykladowo,
elementarny taicuch [a, b] pojawia sie w wyrazeniu doy z wartoscia —1 oraz w wyrazeniu doy z
wartoscia +1, tak wiec dvy przyjmuje wartosé 0 na [a, b]:

a b ¢ a

Ul

d . (d

a b I 7
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Przystepujemy do obliczenia homologii T. Wobec 1. i 3. kazdy 1-cykl w T jest homologiczny z
1-cyklem postaci c=nw; +mz;. Cykl taki jest graniczacy tylko wtedy, gdy jest trywialny: jezeli
bowiem ¢ = dd dla pewnego d, to wobec 2. otrzymujemy, ze d = py dla pewnego p, a poniewaz
wobec 4. ¢y =0, wiec ¢=0dd=0. Wobec tego

H(MT=ZsZ

i warstwy wyznaczone przez 1-cykle w; i z; tworza baze 1-wymiarowej homologii.

Celem obliczenia Ho(T') zauwazmy, ze, wobec 2., kazdy 2-cykl d w T musi by¢ postaci py dla
pewnego p. Wobec 4. kazdy taki 2-tancuch jest w istocie cyklem i nie istnieja 3-tancuchy dla ktorych
moglby graniczy¢. Tym samym

HyT)=7Z

i generatorem tej grupy jest 2-cykl +. O

Twierdzenie 5.4. Niech S bedzie kompleksem reprezentowanym przez ponizszy etykietowany pro-
stokqt L, ktorego podlegtq przestrzeniq jest butelka Kleina:

a b ¢ u
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Wowczas

Ponadto element torsyjny w H1(S) jest reprezentowany przez tancuch z1, za$ generator Hi(S)
modulo czesé torsyjna jest reprezentowany przez taricuch wy, gdzie:

z1 = [a,b]+1[b,c]+]e,al,
w1 = [a,d]+[d,e]+ e, al.

Dowod. Niech g: |[L| — |S| bedzie odwzorowaniem wklejajacym, niech A = g(|Bd L|). Wowczas
A jest homeomorficzne z przestrzenia bedaca suma mnogosciowa dwoch okregdéw przecinajacych
sie w jednym punkcie. Przyjmijmy dowolna orientacje 1-symplekséw w S oraz orientacje 2-sym-
pleksow taka, jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia. Wtasnosci 1. i 2. z dowodu poprzedniego
twierdzenia sie zachowuja, jako Ze na zadna z nich nie wptywa rodzaj identyfikacji dokonywanych
ba brzegu prostokata. Wlasnos¢ 3. rowniez zachodzi, poniewaz A jest taki sam, jak w poprzednim
dowodzie.

Zamiast wtasnosci 4. udowodnimy, ze 6y = 2z;. Wynika to z bezposredniego rachunku: przykta-
dowo, elementarny laiicuch [a,b] pojawia sie w doq ze wspolczynnikiem —1, a w dog ze wspotczynni-
kiem +1, za$ w do3 1 0oy z +1.
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Przystepujemy do obliczenia homologii S. Wobec 1. i 3. kazdy 1-cykl w S jest homologiczny
z cyklem postaci ¢ = nwi + mz;. Jezeli ¢ = dd dla pewnego d, to, wobec 2., d = py dla pewnego
p. Wobec tego dd =2pz1, a zatem nw; + mz; jest graniczacy wtedy i tylko wtedy, gdy m jest
parzyste oraz n=0. Tym samym

Cykl z reprezentuje element torsyjny, za$ w; generator nieskoniczonej grupy cyklicznej Hy(S)/

Ty(S).

Celem obliczenia Hs(S), zauwazmy, ze kazdy 2-cykl w .S musi by¢ formy py, wobec 2. Poniewaz
p7y nie jest cyklem, wobec wlasnosci 4. z dowodu poprzedniej czedci otrzymujemy

Hy(S)=0. O

Twierdzenie 5.5. Niech P? bedzie kompleksem reprezentowanym przez poniiszy etykietowany
prostokqt L, ktorego podlegtq przestrzeniq jest ptaszczyzna rzutowa:

h ¢ d
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Wowczas

H1(P?) 27 /2 oraz Hy(P?) =0.

Dowéd. Niech g:|L|— | P?| bedzie odwzorowaniem wklejajacym, niech A= g(|Bd L|). Wéwczas A
jest homeomorficzne z okregiem. Zorientujmy ponadto kazdy 2-sympleks L przeciwnie do kierunku
ruchu wskazowek zegara i uzyjmy tak powstalej orientacji do zorientowania 2-sympleksow P2.
Niech v oznacza sume 2-symplekséw w P? i niech

z1=[a,b]+[b,c]+[c,d| + [d,e] +[e, f]+[f . a].

Wtasnosci 1. i 2. z poprzednich dowodéw pozostaja prawdziwe, natomiast zamiast wlasnosci 3. i
4. nietrudno sprawdzamy, ze kazdy 1-cykl przenoszony przez A jest wielokrotnoscia z; oraz, ze

oy =—2z.

Z tych faktow bez trudu sprawdzamy, ze Hy(P%) = Z /2 oraz Ha(P?) =0, przy czym niezerowy
element H;(P?) jest reprezentowany przez z1. O

Definicja 5.6. Suma spojna dwich plaszczyzn rzutowych nazywamy przestrzen powstatq z dwdch
egzemplarzy plaszczyzny rzutowej przez wyciecie w kazdym z nich otwartego dysku, a nastepnie
sklejenie tak powstatych twordw wzdtuz wolnych krawedzi. Sume spdjng dwdch ptaszczyzn rzutowych
oznaczamy przez P24 P2

Uwaga 5.7. Suma spdjna dwoch plaszezyzn rzutowych moze byé reprezentowana jako przestrzen
ilorazowa prostokatu, ktorego krawedzie sklejono tak, jak na rysunku:
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Twierdzenie 5.8. H(P*#P?)=Z & 7 /2 oraz Hy(P*#P?)=0.

Dowéd. Reprezentujemy P24 P2 jako przestrzen ilorazowa prostokatu L tak jak w Uwadze 5.7.
Niech g¢: |L| — |S]| bedzie odwzorowaniem wklejajacym, niech A = g(|Bd L|). Woéwczas A jest
homeomorficzne z przestrzenia bedaca suma mnogosciowg dwoch okregéw przecinajacych sie w
jednym punkcie. Niech w; bedzie cyklem biegnacym wzdhuz ,gornej krawedzi” L, za$ z; cyklem
biegnacym wzdtuz ,dolnej krawedzi” L. Wlasnosci 1. i 2. z poprzednich dowodéw pozostaja praw-
dziwe, natomiast zamiast wlasnosci 3. i 4. nietrudno sprawdzamy, ze

kazdy 1-cykl przenoszony przez A jest postaci nwy +mzq
oraz
0y = 2w1 + 221.

Jest jasne, ze Ho(P?4#P%) =0. Celem obliczenia H; bedziemy musieli wyznaczy¢ grupe ilorazowa
grupy G generowanej przez wi 1 z1 przez podgrupe H generowang przez 2(z1 + wi). W tym celu
zauwazmy, ze {w1, w1 + 21} réwniez jest baza G. Wowczas Hy(P?*#P?) =7 ® Z | 2, jako 7e element
torsyjny jest reprezentowany przez wi + z1 oraz wi jest reprezentantem generatora Hi /T. 0
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