4 Grupy homologii

Definicja 4.1. Niech o bedzie sympleksem o wierzchotkach ag, ai, ..., a,. Dwa uporzqdkowania
Oky <10k, <1... <1 ak, oraz aj, <qak, <a...<gay, jego wierzchotkow sq réwnowazne, jezeli istnieje
parzysta permutacja ™ € S(n) taka, ze

li=n(ki), dlai€{0,...,n}.
Uwaga 4.2. Relacja rownowaznosci uporzadkowan wierzchotkéw sympleksu jest, istotnie, roéwno-
waznoscia. Dla sympleksow o o wymiarze dim o > 0 rozbija ona zbiér wszystkich uporzadkowan na

dwie roztaczne klasy abstrakcji, zas dla symplekséw zerowymiarowych wyznacza tylko jedna klase
abstrakcji.

Definicja 4.3. Klase abstrakcji relacji rownowaznosci uporzqdkowan wierzchotkow sympleksu
nazywamy orientacjq sympleksu. Sympleks z ustalong orientacjg nazywamy zorientowanym
sympleksem.

Notacja 4.4. Niech ag,az,...,a, bedg punktami geometrycznie niezaleznymi. Sympleks generowany
przez punkty ag, ai, ..., a, bedziemy oznaczaé przez

aQ, A1, ..., Qp,

zorientowany sympleks o orientacyi ag< a1 <...<a, przez

[a07 A1, ...y an]7

zas$ klase abstrakcyi orientacyi ap < ajy <...<ay, przez
(ag, a1, ...y an).

Przyklad 4.5. Orientacje sympleksu czesto bedziemy oznaczaé strzatkami. Zorientowany 1-sym-
pleks [vp, v1] bedziemy po prostu zaznaczac strzatka biegnaca od vo do v1. Zorientowany 2-sympleks
[vo, v1, V2] bedziemy zaznaczaé zaokraglona strzatka wskazujaca kierunek orientacji. Zorientowany
3-sympleks [vg, v1, v2] bedziemy zaznaczaé spiralna strzatka wskazujaca kierunek orientacji zogdny
z regula lewego lub prawego kciuka:
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Definicja 4.6. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym. p-tancuchem w K nazywamy funkcje
ze zbioru zorientowanych p-sympleksow K w liczby catkowite spetniajgcg nastepujgce dwa warunki:

1. ¢(o)=—c(c’) jezeli o i o’ sq dwiema orientacjami tego samego sympleksu,
2. ¢(0) =0 dla prawie wszystkich p-sympleksow o.

Grupe wszystkich p-tancuchdw (z dziataniem dodawania warto$ci) nazywamy grupg zorientowa-
nych p-taricuchow K i oznaczamy Cp(K). Dla p <0 lub p>dim K przyjmujemy, ze Cp(K) jest
trywialng grupg jednoelementowq.
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Dla zorientowanego sympleksu o w K definiujemy elementarny p-taricuch c odpowiadajocy o
nastepujgco:

1. ¢(o)=1,
2. c(o")=—1, jesli o’ jest inng orientacjq o,

3. ¢(1)=0, dla wszystkich réznych od o sympleksow w K.

Uwaga 4.7. Naduzywajac troche notacji, bedziemy czesto uzywaé tego samego symbolu o do
oznaczenia sympleksu, zorientowanego sympleksu oraz elementarnego tancucha odpowiadajacego
o.

Lemat 4.8. C,(K) jest wolng grupg abelowq. Dla kazdej ustalonej orientacji wszystkich sym-
pleksow o € K, rodzina odpowiadajgcych im elementarnych p-taricuchdw tworzy baze Cp(K).

Dowo6d. Wystarczy zauwazy¢, ze dla ustalonej orientacji wszystkich sympleksow o € K, dowolny
p-tancuch mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy

Cc= Z n;o;,
gdzie o; oznacza elementarny p-taricuch wyznaczony przez zadane orientacje. 0
Uwaga 4.9. Grupa Cy(K) ma naturalng baze wyznaczona przez jedyna orientacje wszystkich
0-sympleksow w K. Grupy Cp(K), dla p > 0, maja rozne bazy wyznaczane przez roézne mozliwe

orientacje.

‘Whniosek 4.10. Kazda funkcja f odwzorowujgca zorientowane p-sympleksy kompleksu K na grupe

abelowq G taka, ze f(—o)=—f(c) ma jednoznaczne przedtuzenie do homomorfizmu grupy Cp na
grupe G.
Dowo6d. Wynika wprost z wlasnosci uniwersalnej wolnych grup abelowych. O

Uwaga 4.11. Rozwazmy odwzorowanie §,: Cp,(K) — Cp,_1(K) zdefiniowane w nastepujacy sposob:
jezeli o = [vg,v1, ..., vp] jest zorientowanym sympleksem, p >0, to

P
51’0:2 (=1)P[vg, U1, «oey Uiy ooy U],
i=0

gdzie symbol ¥; oznacza, ze wierzcholek v; zostal pominiety. Wowczas 9, jest dobrze okreslonym
homomorfizmem. Dla p <0 grupa Cp(K) jest trywialna, a wiec, w szczegolnosci, dla p <0 d,, jest
trywialnym homomorfizmem.

Dowéd. Wobec Wniosku 4.10 wystarczy sprawdzi¢, ze J, jest dobrze okreslong funkcja taka,
ze dp(—0) = —d,(0). W tym celu wystarczy sprawdzi¢, ze prawa strona wzoru okreslajacego d,
zmienia znak, jezeli w zorientowanym sympleksie [vg, v1, ..., V] zamienimy miejscami dwa sasiednie
wierzcholki. Powiedzmy, Ze zamieniamy miejscami wierzcholki v; oraz v;41 i rozwazmy wartosci

5p[’U07 Vly ooy Uy Ujgedy onny Up}
oraz
5;0[’1}0, U1y ooy V41, Vgy enny 'Up}

Jezeli i # j, 7+ 1, to i-te skladniki w kazdym z powyzszych wyrazen roznia sie od siebie znakiem:
sympleksy

['Uo,’Ul, vy Uy ey UV, V41, ...,’Up]
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oraz

[Uo, Viy ooy Uiy ooy Ujp1, Uy enny ’Up]
maja przeciwne orientacje.

Jezeli =7 lub i =7+ 1, to i-te oraz i + 1-sze sktadniki maja postac:
(—1)j[vo, Vlyeeny ’Ujfl, UA]', ’Uj+1, ’Uj+2, ceey ’Up] + (—1)j+1[’00, Uty eeny ’Ujfl, ’Uj, @,’Uj+2, ceny ’Up]
oraz
(—l)j[’l}g, Uiy ey Vj—1, 1)/]'?1, VjyVj42y ey Up] + (—1)j+1[’00, Uiy ey Vj—1, Uj+1,’U}‘,’Uj+2, ceey Up]
i rowniez réznia sie od siebie wylacznie znakiem. O

Definicja 4.12. Homomorfizm zdefiniowany w Uwadze 4.11 bedziemy nazywaé operatorem brze-
gowym.

Przyklad 4.13. Obliczmy przykladowe wartosci operatora brzegowego:

d1[vo,v1] = v1—wg;
do[vo, v1,v9] = [v1,v2] — [v0, V2] + [vo, v1];
53[1)0, U1, V2, U:ﬂ = [ULU% Ua] - [an vg,v3] + [UO, U1, Us} - [vo, V1, Uﬂ'

Geometryczng interpretacje powyzszych obliczenn mozna zilustrowaé w nastepujacy sposob:

Vl
d, = 1. Yo

Operatory brzegu powinny by¢ znane z koncoéwki wykltadu z analizy matematycznej, gdzie mowi
sie o twierdzeniach Greene’a, Stokesa i Gaussa i definiuje formy rozniczkowe: faktycznie, wzory
otrzymane powyzej to nic innego jak prawa dziatan na formach rézniczkowych.

Dalej, sprawdzamy, ze

d102[vo, v1,v2] = 61([v1, V2] — [vo, V2] + [v0, v1])
Vo — U1 — V2 + Vo + V1 — Vg
=0
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Geometrycznie mozemy zinterpretowaé ten fakt nastepujaco: kazdy wierzcholek 2-sympleksu [vg,
v1, V2] po zastosowaniu dy pojawi sie zaréwno jako poczatek pewnego 1-sympleksu, jak i koniec
innego 1-sympleksu. Po wyekstrahowaniu tej informacji operatorem 41, otrzymamy pary przeciwnie
zorientowanych wierzchotkow, ktére w wolnej grupie abelowej dodadzg sie do zera.

Podobnie sprawdzamy, ze

8203[vo, v1, v2, v3) = 0.
Lemat 4.14. §,_106,=0.

Dowéd. Faktycznie:

(71)1.(;1;_1[1)07 V1yeeey Ui—1, UAZ'7 Vig1y s Up]

-

-
I
<)

5p_1(5p[1}0, Uly eeey Up] =

(=1)(=1)7[v0, V1, <oy Uj =1, U5 Ujt1, ooes Vim1, Ui, Vi1, -, U]

I
‘M‘j

i=0 j<1
P
. - . .
+ E (=1)"(=1) " o, v1, -y Vi1, Uiy Vi 1, o0y V=1, Ujy Vjig 1, o, U]
i=0 j>i
i widzimy, ze sktadniki dwoch ostatnich sum pogrupowane parami upraszczaja sie do zera. O

Wnhiosek 4.15. Im¢,1 C Kerd, C Cp(K).

Definicja 4.16. Grupe Ker ¢, nazywamy grupg p-cykli i oznaczamy Zy(K).
Grupe Im 6,41 nazywamy grupg p-brzegéw i oznaczamy By(K).

Grupe Ker 6, /Im 0,41 nazywamy p-tg grupg homologii K i oznaczamy H,(K).

Przyklad 4.17. Rozwazmy kompleks, ktorego podlegta przestrzenia jest brzeg kwadratu o bokach
€1, €2, €3, €4:

€3

<L
N

e, Vv

C1(K) jest zatem wolna grupa abelowa o randze 4. Jako baze wybieramy 1-sympleksy zorientowane
tak, jak na rysunku. Kazdy 1-taiicuch c jest postaci

c= E Ni€4.
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Obliczmy warto$é dic:

01c = d1(nie1 + noeg + nzes +ngeq)

01(nafu, v] + nefv, w] + na[w, 2] + nalz, u])

n1(v —u) +na(w —v) + nz(z — w) + na(u — 2)

(n1 —n2)v + (n2 — ng)w+ (ng —nyg)z + (ng — ny)u.

Wobec tego ¢ € Ker 01 = Z1(K) wtedy i tylko wtedy, gdy n1 —na=ns —ng=ns—ns=n4s —ny =0,
czyli gdy n1 =ne=mn3=ny, a zatem Z(K) jest grupa cykliczna generowana przez ej + ea+ 3+ e4
i tym samym jest izomorficzna z Z. Poniewaz K nie zawiera zadnych 2-sympleksow, wiec Co(K)
jest grupa trywialna i taka sama jest grupa Im do = B1(K). SprawdziliSmy wiec, ze pierwsza grupa
homologii kwadratu réwna jest Z /{1} X Z.

Przyklad 4.18. Rozwazmy kompleks, ktorego podlegla przestrzenia jest kwadrat o bokach eq, es,
es, e4. Dla opisania wszystkich sympleksow dorysujmy jeszcze przekatng es:

3

Z < W

L
)
X =
Y A
(’2

i)

u ¢ > v

C1(L) jest wolna grupa abelowa o randze 5 i bazie zlozonej z symplekséow zorientowanych jak
krawedzie 1 przekatna na rysunku. Dla 1-tancucha c¢=3" n;e; obliczamy:

o01c = di(niu, v] + nafv, w] + nalw, 2] + n4lz, u] + nsfu, w))
n1(v —u) +na(w —v) +n3(z —w) + ng(u — z) + ns(w — u)
(n1—n2)v+ (ng —ng+ ns)w + (ng — n4)z + (N4 — N1 — ns)u.

Wobec tego c € Z1(L) wtedy i tylko wtedy, gdy

77,1—’112:0
n27n3+n5:0
713—714:0

Ng—MN1 —N5= 0,
co, jak latwo sprawdzié, daje
niy=mnyg
Nno ="MNy
n3=nz+ns

N4 =nNg + N5,
Ny ="mns
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a zatem ¢ =ngey +noea + (N2 + ns)es + (N2 + ns)es +nses = na(er +ea + ez +eq) +ns(es +es+es).
Wobec tego Z1(L) jest wolng grupa abelowa o randze 2 i bazie e1 + ea+ e3+eq, e3+ €4+ e5. Z drugiej
strony, z rysunku latwo odczytujemy, ze es+ e4+ e5= 0209 oraz €1 + ea+ €3+ e4 = d2(01 + 02), skad
Z1(L) C B1(L). Tym samym Z;(L) = B1(L) i wobec tego

Hi(L)=Z:1(L)/B:(L) = {1}.

Obliczenie drugiej grupy homologii jest podobne jak w poprzednim przykladzie i zostawiamy je
jako nietrudne éwiczenie dla Czytelnika (wskazéwka: grupa Cs(L) jest trywialna, wiec Ba(L) tez i
wystarczy policzy¢ 2-cykle).

Definicja 4.19. Niech K bedzie kompleksem, a L jego podkompleksem.

Mowimy, ze taricuch c jest przenoszony przez podkompleks L, jezeli jego warto$é jest réwna 0 na
kazdym sympleksie, ktory nie nalezy do L.

Mowimy, ze p-taricuchy ¢ i ¢’ sq¢ homologiczne, jezeli c —c'=0,11d, dla pewnego (p+1)-taricucha
d.

Mowimy, ze p-taricuch ¢ jest homologiczny do zera (albo graniczacy), jezieli ¢ = dp41d, dla
pewnego (p+ 1)-taricucha d.

Przyklad 4.20. Rozwazmy kompleks, ktorego podlegla przestrzen ilustruje ponizszy obrazek:

¢
o
o~

M U3

()8 & l

0,

Obliczanie grupy 1-cykli mozna sobie troche utatwié. Dla danego 1-cyklu ¢, niech a bedzie wartoscia
¢ na e;. Rozwazmy tancuch ¢; = ¢ + d2(aoq). Jak wida¢ z rysunku (lub jak latwo obliczy¢),
warto$é¢ ¢ na e; réwna jest wtedy 0; mozemy nieformalnie powiedzie¢, ze modyfikujac ¢ o brzeg,
,wypchneliSmy” go z e;. Podobnie mozemy ,;wypchna¢” ¢; z es: niech b bedzie wartoscia ¢ na es i
niech ¢z =c; + d2(boz). Wowczas wartosé ¢z na eg jest rowna 0. Zauwazmy przy tym, ze wartosé co
na e tez jest rowna 0, bo e; nie pojawia sie ani w ¢1, ani w da(bos). Podobnie mozemy zdefiniowac
c3 ywypychajac” ca z es: c3 bedzie mial wartosé 0 na e, ez i es. Udowodnilismy zatem, ze dla danego
1-tanicucha ¢, istnieje homologiczny z nim tanicuch cs, ktory jest przenoszony przez podkompleks
zilustrowany na ponizszym obrazku:
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Jezeli ¢ bedzie cyklem, to cs réwniez, a wiec wartosé cs na e4 bedzie musiata byé réwna 0. Tym
samym 1-cykl kompleksu M bedzie homologiczny z 1-cyklem przenoszonym przez brzeg kwadratu
i, podobnie jak w poprzednim przykladzie, bedzie jaka$ wielokrotnoscig cyklu es + eg + e7 + es,
ktory, z kolei, jest homologiczny do zera: es+ eg+ e7 + es=02(01 + 02+ 03+ 04). Czyli, jak mozna
sie bylto spodziewaé¢, H1(M)=0. Podobnie mozemy sprawdzi¢, ze Hao(M)=0.

Powyzsze dwa przyktady sugeruja, ze grupy homologii zaleza wylacznie od podlegtej przestrzeni;
istotnie, jest to jedna z rzeczy, jakie udowodnimy w dalszym toku wyktadu.
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